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feito se fez. Nele estava a vida, e a vida era a luz dos homens. E a luz resplandece nas
trevas, e as trevas na˜o a compreenderam. Houve um homem enviado de Deus, cujo
nome era Joa˜o. Este veio para testemunho, para que testificasse da luz, para que todos
cressem por ele. Na˜o era ele a luz, mas para que testificasse da luz. Ali estava a luz
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vontade da carne, nem da vontade do homem, mas de Deus. E o Verbo se fez carne, e
habitou entre no´s, e vimos a sua glo´ria, como a glo´ria do unigeˆnito do Pai, cheio de
grac¸a e de verdade”(Joa˜o 1,1-14).
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RESUMO
O algoritmo de Path Tracing [39] e´ um me´todo de s´ıntese de imagem fotorrea-
lista considerado estado da arte em me´todos de Renderizac¸a˜o Baseado em F´ısica (PBR)
[11], tambe´m conhecido na computac¸a˜o gra´fica como um me´todo que demanda alto custo
computacional. Em decorreˆncia disto, estruturas de acelerac¸a˜o [13][42], te´cnicas de re-
finamento de amostras [32][34] e a programac¸a˜o paralela [40], tornam-se instrumentos
indispensa´veis para otimiza´-lo [11]. Dentro do Path Tracing, existem maneiras diferentes
de calcular o brilho dos materiais existentes na natureza. O principal objetivo deste estudo
e´ fazer uma ana´lise dos modelos das Func¸o˜es de Distribuic¸a˜o de Reflectaˆncia Bidirecional
(BRDF) [18], equac¸o˜es responsa´veis por modelar estes materiais, de modo a comparar a
performance e a semelhanc¸a das imagens geradas pelos mesmos. Os modelos analisados
neste estudo sa˜o os modelos difusos, de Lambert [20] e de Oren-Nayar [26], e os modelos
especulares, de Phong [29] e de Cook-Torrance [31]. Esta comparac¸a˜o tem a finalidade
de elencar qual modelo difuso e qual modelo especular e´ adequado para implementac¸a˜o,
levando em considerac¸a˜o as situac¸o˜es de conflito de escolha entre performance e fotorre-
alismo, questa˜o relevante e recorrente dentro do contexto do algor´ıtmo em tempo real na
GPU. Este estudo, por apresentar de forma mais detalhada os elementos do algoritmo de
Path Tracing, uma visa˜o geral de algumas te´cnicas de acelerac¸a˜o do mesmo e a descric¸a˜o
e a avaliac¸a˜o de performance de alguns modelos de BRDF, e´ uma boa fonte de consulta
para aqueles que pretendem implementar os modelos apresentados, devido ao nu´mero de
refereˆncias e a`s discusso˜es citadas no desenvolver deste documento.
Palavras-chave: BRDF, Path Tracing, PBR, Fotorrealismo, Custo computacio-
nal, Performance, Tempo real, GPU.
ABSTRACT
The Path Tracing [39] algorithm is a photorealistic image synthesis method consi-
dered state of the art in physics-based rendering (PBR) methods, also known in computer
graphics as a method that demands high computational cost. As a result of this, accelera-
tion structures [13][42], sample refinement techniques [32][34] and parallel programming
[40], become indispensable tools to optimize it [11]. Inside the Path Tracing, there are
different ways of calculating the brightness of the existing materials in nature. The main
objective of this study is to analyze the models of the Bidirectional Reflectance Distribu-
tion Functions (BRDF) [18], equations responsible for modeling these materials, in order
to compare the performance and similarity of the images generated by them. The models
analyzed in this study are the diffuse models, Lambert [20] and Oren-Nayar [26], and the
specular models, Phong [29] and Cook-Torrance [31]. This comparison has the purpose
of listing which diffuse model and which specular model is suitable for implementation,
taking into account the situations of conflict of choice between performance and photo-
realism, relevant and recurrent question within the context of the real-time algorithm in
GPU. This study, by presenting in more detail the elements of the Path Tracing algo-
rithm, an overview of some acceleration techniques and the description and the evaluation
of performance of some BRDF models, is a good source of consultation for those who in-
tend to implement the presented models, due to the number of references and discussions
cited in the development of this document.
Keywords: BRDF, Path Tracing, PBR, Photorealism, Computational cost, Per-
formance, Real time, GPU.
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A indu´stria de um modo geral - seja ela automobil´ıstica, de cinema ou de jogos -
busca sempre aprimorar o seu produto para estar a` frente da concorreˆncia no mercado.
No caso da indu´stria de jogos, um dos crite´rios de avaliac¸a˜o de qualidade de um produto
e´ a quantidade de quadros por segundo e o realismo da imagem gerada a cada quadro
(fotorrealismo e performance) [41]. Existem, na computac¸a˜o gra´fica, diferentes me´todos
utilizados no processo de s´ıntese de imagem, dentre eles destaca-se o algoritmo de Path
Tracing [39], que simula o transporte de energia luminosa, gerando resultados realistas
a ponto de serem semelhantes a fotografias. Embora seja o estado da arte na s´ıntese
de imagens fotorrealistas, este algoritmo e´ muito caro computacionalmente, o que e´ um
empecilho para sua utilizac¸a˜o em aplicac¸o˜es em tempo real, como jogos. Ao longo dos
anos, a pesquisa cient´ıfica envolvendo esta a´rea buscou otimizar este processamento com
programac¸a˜o paralela, instruc¸o˜es vetoriais [48], atrave´s da programac¸a˜o da GPU [40] pelo
uso do ma´ximo de unidades de processamento paralelo, possibilitado pela arquitetura
multicore da mesma, e estruturas de dados de acelerac¸a˜o [42], para que pudesse tornar o
Path Tracing uma boa alternativa para as diversas aplicabilidades da computac¸a˜o gra´fica
e da s´ıntese de imagens em tempo real. Para sintetizar imagens semelhantes a fotografias
utilizando o algor´ıtmo e simulando diversos materiais existentes na natureza, e´ necessa´rio
descrever algebricamente uma grande variedade de tipos de materiais, como eles reagem
a` incideˆncia de energia luminosa de modo a representar materiais mais semelhante a` vida
real poss´ıvel. A grande dificuldade e´ representar matematicamente uma infinidade de
variac¸o˜es de tipos de materiais como eles existem, sem que demande alto custo computa-
cional e queda da performance da aplicac¸a˜o em tempo real.
Como demanda tempo estudar e implementar os diversos modelos de materiais,
mesmo os mais difundidos da literatura da computac¸a˜o gra´fica, e na˜o se sabe qual a melhor
maneira de representar um tipo de material espec´ıfico, visto que existem modelos dife-
rentes, formas diferentes de descrever analiticamente estes modelos no contexto do Path
Tracing, considerando o realismo dos resultados gerados pelos modelos e o custo compu-
tacional do mesmo). Ja´ que a escolha do modelo a ser implementado na˜o e´ uma tarefa
simples e custa muito tempo, o objetivo do presente estudo e´ fazer uma comparac¸a˜o, no
contexto do Path Tracing em tempo real (na GPU), de dois modelos de BRDF difusas (de
Lambert [20] e de Oren-Nayar [26]) e dois modelos de BRDF especulares (de Phong [29] e
de Cook-Torrance [31]), amplamente utilizados e discutidos na literatura da computac¸a˜o
gra´fica [17][18][25], a fim de discutir, avaliando a performance e o realismo dos resultados
obtidos com estes modelos, para que seja poss´ıvel sugerir qual modelo difuso e qual mo-
delo especular e´ mais adequado para implementac¸a˜o, dependendo da situac¸a˜o. Para isto,
se fez necessa´rio introduzir, neste trabalho, na˜o so´ as BRDFs, mas tambe´m alguns con-
ceitos para compreensa˜o do Path Tracing: como ele funciona, como simula o transporte
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de energia, quais sa˜o as caracter´ısticas do algor´ıtmo que o tornam computacionalmente
custoso e as otimizac¸o˜es mais conhecidas para estas caracter´ısticas. Desta forma, este
trabalho contempla a´reas de conhecimento da f´ısica, como a radiosidade [23][4][14], como
tambe´m da estat´ısitca e da probabilidade [3], ale´m de explicar a importaˆncia da GPU no
funcionamento dos algor´ıtmos de s´ıntese de imagens interativos [3].
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2 FUNDAMENTAC¸A˜O TEO´RICA
Esta sessa˜o visa introduzir uma se´rie de conceitos necessa´rios para a compreensa˜o
do trabalho. Sa˜o eles o Path Tracing, as te´cnicas de acelerac¸a˜o que existem na litera-
tura para o mesmo, e alguns conceitos introduto´rios sobre a GPU e sua relac¸a˜o com a
otimizac¸a˜o do algor´ıtmo estudado.
Como foi dito anteriormente, o Path Tracing e´ um me´todo de renderizac¸a˜o baseado
em f´ısica, isto e´, um me´todo de s´ıntese de imagem que busca simular, com maior precisa˜o
poss´ıvel, a forma que a energia luminosa se transporta no meio em que esta´ inserida,
modelando equac¸o˜es que descrevam estes fenoˆmenos f´ısicos.
2.1 Princ´ıpios radiome´tricos
Antes de introduzir a equac¸a˜o de rendering, de demonstrar algumas simplificac¸o˜es e
explicar como a equac¸a˜o de rendering pode ser resolvida por um me´todo nume´rico - tema
das pro´ximas sesso˜es - e´ necessa´rio que haja um breve estudo de algumas quantidades
radiome´tricas que sa˜o fundamentais para o entendimento e implementac¸a˜o da equac¸a˜o de
rendering. Radiometria signifca, como o pro´prio nome diz, e´ a a´rea da cieˆncia que estuda
as quantidades radiome´tricas, o que inclui o espectro da luz vis´ıvel pelo olho humano.
Para estudar radiometria nesta sessa˜o, sera˜o utilizadas as unidades de medida do sistema
internacional de unidades(SI).
Comprimento de onda
A luz e´ estudada em radiometria como uma onda eletromagne´tica, como em [23].
Ondas eletromagne´ticas possuem uma propriedade chamada comprimento de onda (λ)
que e´ a distaˆncia entre duas cristas ou dois vales. O comprimento de uma onda ele-
tromagne´tica pode assumir um valor qualquer dentro de um intervalo cont´ınuo e muito
grande, o espectro eletromagne´tico. Pore´m, dentro desse espectro, existe uma faixa vis´ıvel
ao olho humano, apenas um intervalo menor de todo espectro eletromagne´tico, entre 400
nm(ultravioleta) e 780 nm(infravermelho), aproximadamente. O espectro vis´ıvel da luz
pode ser visto na figura a seguir.
Figura 1: Espectro vis´ıvel da luz.
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Poteˆncia
Poteˆncia e´ um fluxo de energia emitida por uma fonte por unidade de tempo,
medida em Watts (W ) - uma abreviac¸a˜o da unidade de medida joules por segundo do
SI-. Se uma laˆmpada de 100W e´ ligada, a energia emitida para o ambiente sera´ menor
ou igual a 100 J/s, onde a quantidade de energia emitida para o ambiente seria menor
do que 100 J/s, se fosse considerada a perda de energia em forma de calor (efeito joule).
Para maiores informac¸o˜es a respeito da poteˆncia e sua relac¸a˜o com efeito Joule, consultar
[44].
Irradiaˆncia
Esta quantidade radiome´trica representa a quantidade de poteˆncia incidente por
a`rea, sua unidade de medida e´ dada por W/m2. Para calcula´-la, sera´ utilizada uma func¸a˜o
de densidade. A Irradiaˆncia espectral (E) e´ a poteˆncia (dΦλ) espectral dividida pela a´rea





Esta equac¸a˜o retornara o fluxo de fo´tons que passam por um diferencial de a´rea,
o que na˜o e´ suficiente, porque sera´ necessa´ria uma quantidade radiome´trica que expresse
a contribuic¸a˜o de energia dos fo´tons que va˜o em direc¸a˜o ao ponto representado pelo
diferencial de a´rea, por enquanto, estamos levando em considerac¸a˜o apenas o fluxo de
fo´tons em todas as direc¸o˜es, quando se busca uma quantidade radiome´trica que inclua a
direc¸a˜o de um raio de luz, para poder simular o transporte da energia em uma direc¸a˜o,
percorrendo um caminho.
Ainda considerando a equac¸a˜o 1, com os diferenciais de a´rea dA1, se fizessemos
uma medida de Irradiaˆncia E1 para aquele ponto, ter´ıamos um valor x em W/m
2. Numa
segunda medida(E2), para o mesmo ponto, se fosse feita uma segunda medida, aplicando
um fator de escala que duplicasse o volume do so´lido de revoluc¸a˜o da primeira medida,
duplicando, consequentemente, a a´rea diferencial - e sabendo que a a´rea diferencial e´
inversamente proporcional a` Irradiaˆncia -, E2 mediria um valor y em W/m
2 menor do que
x(1
4
x). Esta proporc¸a˜o pode ser melhor compreendida atrave´s da figura 2.
Intensidade radiante
O Aˆngulo so´lido (ω) e´ uma direc¸a˜o medida em esferorradianos (sr) muito utilizada
para expressar outras quantidades radiome´tricas. No caso da figura acima, destacam-se
duas a´reas (A1 e A2) e duas distaˆncias ao mesmo ponto (r1 e r2). Imaginando que do
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Figura 2: Aˆngulo so´lido.
ponto de vista do centro das duas esferas o centro das duas a´reas circulares destacados em
amarelo sejam conceˆntricas e diferenciais (muito pequenas), elas representam o mesmo








A intensidade radiante e´ a quantidade de poteˆncia dissipada (dΦ), ou emitida por
uma fonte de energia diferencial na direc¸a˜o de um esferorradiano (dω). Por exemplo:
Uma fonte de luz pontual, de 100W de poteˆncia, distribui esta poteˆncia, de forma ideal,
na mesma quantidade em todas as direc¸o˜es. Dado um esferorradiano que seja a metade
da superf´ıcie de uma esfera (que representaria todas as poss´ıveis direc¸o˜es de emissa˜o de
luz), que tem esta luz pontual de 100W em seu centro, a intensidade radiante neste
esferorradiano deveria ser proporcional a` metade da poteˆncia dissipada pela luz (50W ).





Sua unidade no SI e´ Watts por esferorradiano (W/sr). Para esclarecer melhor
os conceitos de esferorradianos aplicados aos da intensidade radiante, observe a figura a
3, que e´ uma representac¸a˜o em 2D de todas as poss´ıveis direc¸o˜es que uma fonte de luz
pontual pode emitir um raio de luz.
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Figura 3: A fonte de Luz pontual e´ representada pelo c´ırculo preenchida de
laranja no centro da imagem, as circunfereˆncias consceˆntricas , azul e verme-
lha, representam toda a superf´ıcie do so´lido de revoluc¸a˜o ao redor do mesmo
ponto de duas distaˆncias diferentes do mesmo ponto. Os dois setores circulares
semi-transparentes em azul e vermelho sa˜o os esferorradianos.
Observando a imagem, a quantidade de poteˆncia por a´rea que transpassa a porc¸a˜o
da a´rea da superf´ıcie de revoluc¸a˜o, destacados em azul e vermelho transparente, e´ a mesma
(menor ou igual a` metade de toda a poteˆncia emitida pela fonte de luz pontual).
Note que, se for alterado o ponto de partida do aˆngulo so´lido (de todas as poss´ıveis
direc¸o˜es, representadas na figura 3 na forma de setas laranjas), ou o tamanho do da a´rea
da superf´ıcie delimitada pelo aˆngulo so´lido, a intensidade radiante alterara´ seu valor.
Radiaˆncia
A radiaˆncia e´ quantidade radiome´trica que expressa a proporc¸a˜o do fluxo total
de poteˆncia num ponto (irradiaˆncia) que e´ redirecionada numa direc¸a˜o de aˆngulo so´lido
(ω), medida em Watts por unidade de a´rea e esferorradiano (W/m2sr), no SI. Ou seja, a
radiaˆncia e´ o fluxo de poteˆncia que sai de um ponto, ou a´rea diferencial, de qualquer objeto,
seja por emissa˜o, ou por reflexa˜o, e atinge uma superf´ıcie receptora desta quantidade de
energia luminosa emitida ou refletida pelo ponto, que depende do aˆngulo entre o vetor
normal da direc¸a˜o do feixe de luz da fonte, com a direc¸a˜o do esferorradiano formado entre
a fonte e o destino do fluxo poteˆncia emitida, como ilutra a figura a seguir:
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Figura 4: Radiaˆncia.
Onde dS e´ o diferencial de a´rea da fonte de luz, dω um esferorradiano diferencial,
N e´ a direc¸a˜o do vetor normal, Np e´ a direc¸a˜o do esferorradiano e R a distaˆncia entre o
diferencial de a´rea projetada na direc¸a˜o de esferorradiano e o diferencial de esferorradiano.





Como a irradiaˆncia pode ser obtida a partir de um somato´rio de infinitas radiaˆncias,
para cada direc¸a˜o diferencial que atinge o ponto ou diferencial de a´rea em questa˜o (for-
mando um hemisfe´rio, como o so´lido ω apresentado na figura 5). A equac¸a˜o que relaciona




Li(x,ωi) cos θi dωi,
derivando dos dois lados da equac¸a˜o
dE(x)
dωi
= Li(x,ωi) cos θi
e passando o dωi para o membro do lado direito da equac¸a˜o, temos a seguinte
relac¸a˜o
dE(x) = Li(x,ωi) cos θidωi (4)
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Figura 5: Irradiaˆncia diferencial(dE(x)) a partir da radiaˆncia incidente(Li).
BRDF
Para chegar na quantidade radiome´trica de maior importaˆncia para nosso estudo,
precisamos transformar a Irradiaˆncia(E(x,ωi)) em Radiaˆncia refletida(Lr(x,ωo)), ou seja,
uma func¸a˜o fr que retorne quanto de W/m2 (daquela irradiaˆncia), sai em direc¸a˜o ao meu
aˆngulo so´lido de reflexa˜o(ωo), garantindo as propriedades f´ısicas relacionadas ao tipo do
material (como a energia se distribui em cada direc¸a˜o), mas tambe´m as leis f´ısicas(por
exemplo: conservac¸a˜o de energia). No caso dos materiais difusos, esta func¸a˜o e´ chamada
BRDF (Func¸a˜o de distribuic¸a˜o de reflectaˆncia bidirecional). A relac¸a˜o que transforma a







e substituindo dE(x,ωi) pelo segundo membro da equac¸a˜o 4, e´ poss´ıvel calcular a BRDF
pela proporc¸a˜o ilustrada na figura 6.







2.2 A Equac¸a˜o de Rendering.
No ano de 1986, James T. Kajiya [39] apresentou a equac¸a˜o de rendering, pela
primeira vez, da seguinte forma:
Lo = Le+ Lr,
onde Lr e´ dada pela equac¸a˜o 7, e representa a proporc¸a˜o de energia refletida na direc¸a˜o
de reflexa˜o, dada uma direc¸a˜o de incideˆncia de luz, e onde Le e´ a quantidade de energia
emitida pela superf´ıcie, caso seja a superf´ıcie de uma fonte de luz, Le e´ contante e diferente
de zero e Lr e´ a proporc¸a˜o de energia refletida numa direc¸a˜o de reflexa˜o, dada uma direc¸a˜o
de incideˆncia. Para calcular a equac¸a˜o de reflexa˜o, basta reorganizar os termos da equac¸a˜o
da BRDF, expressa em 6, da seguinte forma:
dLr(x,ωo)
dωi
= fr(x,ωi,ωo)Li(x,ωi) cos θi




fr(x,ωi,ωo)Li(x,ωi) cos θi dωi, (7)
Onde Ω e´ o hemisfe´rio que comporta todos os esferorradianos diferenciais, equiva-
lentes a`s direc¸o˜es de incideˆncia de fluxo de poteˆncia (radiaˆncia) na nossa a´rea diferencial
dA. Em outras palavras, esta quantidade radiome´trica Lr retorna quanto, em fluxo de
poteˆncia, na direc¸a˜o da a´rea diferencial da superf´ıcie correspondente ao aˆngulo so´lido
ωo, considerando a contribuic¸a˜o energe´tica de todas as poss´ıveis direc¸o˜es de incideˆncia de
fluxo de poteˆncia por a´rea de todo o so´lido Ω (que por sua vez e´ todas as poss´ıveis direc¸o˜es
de incideˆncia ωi). Simplificando, quanto de energia e´ refletida na direc¸a˜o ωo, levando em
considerac¸a˜o todas as poss´ıveis direc¸o˜es de incideˆncia de luz (ωi).
Para materiais que na˜o emitem luz, a equac¸a˜o de rendering e´ igual a` equac¸a˜o de
reflexa˜o (equac¸a˜o 7), mas em casos de materiais emissores de luz, precisamos acrescentar
a` equac¸a˜o da reflexa˜o um termo que diga respeito ao fluxo de poteˆncia por diferencial de
a´rea correspondente a` sua emissa˜o, ou seja, como e´ ilustrado na figura 7 e expressada na
equac¸a˜o a seguir.
Lo e´ a quantidade total de W/m2, carregada pelo raio de luz, cruzando o diferencial
de a´rea do aˆngulo so´lido, representado na figura como a direc¸a˜o Lr (uma dentre va´rias
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poss´ıveis direc¸o˜es de reflexo˜es, utilizadas no algor´ıtmo como as direc¸o˜es de observac¸a˜o),
Le e´ a porc¸a˜o de Lo referente a emissa˜o de luz e Lr e´ a porc¸a˜o de Lo equivalente a quantia
de energia refletida da luz na mesma direc¸a˜o representada na figura (equac¸a˜o 7). Este
valor de W/m2 de energia refletida equivale a toda a radiaˆncia que atingem o ponto de
sua origem, vinda em todas as poss´ıveis direc¸o˜es em volta deste ponto (Li), formando a
equac¸a˜o de rendering (equac¸a˜o 8).
Figura 7: Material na˜o-emissivo e emissivo.
Lo = Le(x,ωo) +
∫
Ω
fr(x,ωi,ωo)Li(x,ωi) cos θi dωi (8)
A equac¸a˜o descrita acima descreve quanto de radiaˆncia (Lo), cuja unidade de
medida e´ dada por W
m2sr
, que e´ transportada por um raio de luz vindo do ponto x, na
direc¸a˜o de reflexa˜o (ωo), levando em considerac¸a˜o a energia emitida por esse ponto, caso
seja uma luz pontual, mas tambe´m a quantia de energia refletida de todas as poss´ıveis
direc¸o˜es de incideˆncia(ωi).
Para entender, em maior n´ıvel de detalhe, a equac¸a˜o de rendering e as quantidades
radiome´tricas, consultar [4], [5] e [14].
Esta equac¸a˜o ainda na˜o esta´ na forma adequada para calcular o algor´ıtmo de
path tracing na GPU, pois e´ invia´vel computacionalmente resolver uma integral (soma de
infinitos diferenciais discretos). Por isso, utiliza-se do artif´ıcio de me´todos nume´ricos para
resolver integrais de maneira a discretiza´-las e simplifica´-las. O me´todo Monte Carlo e´
um dos me´todos utilizados para resolver integrais e sera´ discutido imediatamente.
2.3 Integrac¸a˜o Monte Carlo.
Como foi explicado no cap´ıtulo ”Path to Path-Traced Movies”da revista ”Foun-
dations and trends R© in Computer Graphics and Vision”[1], o me´todo Monte Carlo foi
inicialmente utilizado por Enrico Fermi em meados de 1930, mas por ser um me´todo
nume´rico de soluc¸a˜o de problemas matema´ticos com amostragem randoˆmica, como pode
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ser visto no livro ”A Primer for the Monte Carlo Method”[3], passou a ser amplamente
utilizado apenas posteriormente, apo´s a invenc¸a˜o de computadores eletroˆnicos que vi-
abilizaram, agilisaram e automatizaram a soluc¸a˜o destes problemas. Este me´todo era
utilizado para simular transporte de neutrons no desenvolvimento de bombas e reatores
nucleares na de´cada de 1940, ja´ que o transporte de neutrons tem um comportamento
f´ısico da mesma natureza que o transporte de energia luminosa. Assim surgiu a aplicac¸a˜o
do me´todo Monte Carlo para realc¸ar o fotorrealismo da renderizac¸a˜o de uma cena 3D. Este
me´todo e´ uma alternativa probabil´ıstica para resolver integrais de func¸o˜es. E´ necessa´rio
entender alguns conceitos de probabilidade (explicados neste cap´ıtulo) para compreender
a simplificac¸a˜o da equac¸a˜o de rendering que tira proveito deste me´todo.
Varia´veis aleato´rias discretas
Uma varia´vel aleato´ria discreta ξ, pode assumir n valores. Para cada valor dentre
os n valores que ξ pode assumir(xi), existe uma probabilidade associada a este valor(pi).
A varia´vel discreta, seguindo esta notac¸a˜o, pode ser expressa da seguinte forma:
ξ ∼
 x1 x1 . . . xn
p1 x1 . . . pn
 , (9)
onde P{ξ = xi} = pi.
Uma varia´vel aleato´ria deve ter algumas propriedades, dentre elas, e´ que a soma
de todas as probabilidades deve ser igual a 1.
Valor esperado de uma varia´vel discreta
Se fizermos um experimento com uma varia´vel aleato´ria e calcularmos a me´dia
aritme´tica de todas as amostras (para n amostras), o resultado desta me´dia aritme´tica
deve convergir para o valor esperado. Se a varia´vel aleato´ria for um dado de n faces,
cuja probabilidade de todos os eventos seja a mesma, a equac¸a˜o do valor esperado desta
varia´vel e´ dado pela equac¸a˜o 10. Pore´m, se suas probabilidades tem valores distintos entre














E´ chamada de varia´vel aleato´ria cont´ınua (ξ), toda varia´vel que pode assumir um
valor xi, em um intervalo entre dois nu´meros quaisquer(a e b), levando em considerac¸a˜o
a func¸a˜o de densidade de probabilidade p(x). Se tenho um intervalo arbitra´rio (a’,b’),
contido em (a,b), ou seja, a ≤ a′, b′ ≤ b, em que a probabilidade de ξ e´ dada pela integral
da func¸a˜o de densidade (p(x)) neste intervalo, como o exposto na seguinte equac¸a˜o.




Como a equac¸a˜o da probabilidade e´ uma integral em um intervalo (a,b), se a=b,
a probabilidade P{a′ ≤ ξ ≤ b′} = 0, porque a probabilidade de uma func¸a˜o qualquer e´ a
a´rea(A) da regia˜o abaixo da func¸a˜o dentro do intervalo em questa˜o, como e´ ilustrado pela
regia˜o amarela da figura a seguir (representando a probabilidade da varia´vel aleato´ria no
intervalo (a’,b’)).
Figura 8: Probabilidade de uma varia´vel aleato´ria cont´ınua.
Lembrando que a soma de todas as probabilidades deve ser igual a 1, isto quer
dizer que, a integral de p(x), no intervalo (a, b), deve ser igual a 1, para garantir a ξ as
propriedades ba´sicas de uma varia´vel aleato´ria e como toda probabilidade deve ter um
valor maior ou igual a zero, p(x) deve ser maior ou igual a zero em qualquer intervalo
entre a e b.
Valor esperado de uma varia´vel aleato´ria cont´ınua
O valor esperado de uma varia´vel aleato´ria cont´ınua, e´ semelhante a` discreta, mas
e´ considerado um somato´rio de infinitos valores diferenciais, ou seja, uma integral, como





















Embora sejam calculadas de maneiras diferentes, o valor esperado de uma varia´vel
aleato´ria discreta e de uma varia´vel cont´ınua sa˜o semelhantes, se for utilizado o maior










Esta relac¸a˜o chama-se de aproximac¸a˜o Monte Carlo, me´todo muito utilizado para
resolver integrais.
Resolvendo a equac¸a˜o de rendering utilizando o me´todo Monte Carlo
Sendo f(x) = fr(x,ωi,ωo)Li(x,ωi) cos θi dωi a func¸a˜o a ser integrada na equac¸a˜o
7, utilizando o aproximador Monte Carlo (equac¸a˜o 13), obtemos a seguinte aproximac¸a˜o:
∫
Ω




fr(x,ωi,ωo)Li(x,ωi) cos θi dωi
p(x)
, (14)
em que p(x) e´ a minha func¸a˜o de densidade de probabilidade e fr(x,ωi,ωo) e´ a func¸a˜o de
reflectaˆncia, que sera˜o discutidas das pro´ximas sesso˜es. O segundo membro da equac¸a˜o
e´ o estimador Monte Carlo para a resoluc¸a˜o da integral do primeiro membro (ambas as
equac¸o˜es retornam o valor equivalente a Lr da equac¸a˜o 14).
Distribuic¸a˜o de probabilidade
A aproximac¸a˜o da equac¸a˜o de rendering e´ a mesma para todos os tipos de mate-
riais, a u´nica parte da equac¸a˜o que vai mudar de material para material e´ a func¸a˜o de
reflectaˆncia(fr(x,ωi,ωo)) que define a reflexibilidade do material com relac¸a˜o a` luz para
cada material e para cada par de direc¸o˜es de incideˆncia e reflexa˜o de luz (ωi e ωo). Cada
func¸a˜o de BRDF tem uma fr correspondente. Todas as BRDFs podem ser amostradas
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com a amostragem uniforme, pore´m nem todas as BRDFs sa˜o amostradas em todas as
direc¸o˜es uniformemente, como os materiais difusos (como sera´ visto a nos cap´ıtulos a se-
guir), enta˜o como algumas direc¸o˜es importam mais do que outras, existe, na computac¸a˜o
gra´fica, uma tecnica chamada de amostragem por importaˆncia, que calcula direc¸o˜es de re-
flexa˜o que va˜o contribuir mais para a cor final do pixel, otimizando o modelo no contexto
do algor´ıtmo. Cada tipo de material tem sua forma de distribuir os raios de um modo par-
ticular e para cada distribuic¸a˜o escolhida, existe um valor de p(x) correspondente. Para
maiores informac¸o˜es sobre amostragem por importaˆncia, func¸a˜o de reflectaˆncia e distri-
buic¸a˜o de probabilidade dos tipos mais conhecidos de materiais, e como a amostragem
por importaˆncia reflete na performance da aplicac¸a˜o, consultar [18] e [25].
A distribuic¸a˜o de probabilidade sera´ calculada de acordo com a amostragem utili-
zada para calcular as novas direc¸o˜es dos raios de reflexa˜o. Nas sesso˜es de representac¸a˜o dos
materiais em Path Tracing, sera˜o discutidas as BRDFs e como encaixa´-las no integrador
Monte Carlo.
2.4 O Algoritmo de Path Tracing.
Como discutido anteriormente, a luz se transporta de forma cont´ınua, nas infinitas
poss´ıveis direc¸o˜es de emissa˜o e reflexa˜o e se redistribui no ambiente por reflexa˜o ate´ que
eventualmente atinja a direc¸a˜o de observac¸a˜o, o que seria imposs´ıvel de computar em
tempo finito. Para simplificar isto, no algor´ıtmo, e´ calculado apenas um caminho de
percorrimento do raio. Contudo, como e´ muito dif´ıcil que esse caminho percorrido pelo
raio atinja o interior do sensor, o algor´ıtmo otimiza essa realidade invertendo a ordem
de percorrimento do caminho do raio, em que o raio segue o caminho inverso: sai do
centro da caˆmera e atinge os objetos da cena, em que, eventualmente o raio atinja um
material emissivo, fazendo com que o sensor tenha acesso ao valor de radiaˆncia do primeiro
ponto atingido atrave´s da recursa˜o. Esta inversa˜o do caminho percorrido pela luz, que
otimiza o algoritmo, e´ ilustrado na figura 9. Ale´m disso, para sintetizar uma imagem de
uma resoluc¸a˜o MxN, e´ necessa´rio, no mı´nimo, disparar MxN raios por pixel num plano
conhecido na computac¸a˜o gra´fica como view plane, representado na figura 10.
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Figura 9: Esboc¸o do caminho percorrido por um raio de luz (como ocorre na
natureza e o caminho inverso), onde dA3 e´ uma a´rea diferencial de uma fonte
de luz, enquanto as a´reas diferenciais dA1 e dA2 sa˜o superf´ıcies que refletem
a luz vinda da fonte de luz ate´ atingir o sensor, respresentado na figura como
a caˆmera (c). ).
Figura 10: Plano de visa˜o (representado na figura na cor azul).
O Plano de visa˜o e´ dividido em pixels, que sa˜o as unidades fundamentais de uma
imagem. Quanto maior o nu´mero de pixels, melhor a resoluc¸a˜o da imagem final. Para
formar a imagem, o algoritmo precisa trac¸ar um raio que saia da posic¸a˜o do sensor, atinja
o centro do pixel e percorra a cena, atingindo superf´ıcies que brilham por reflexa˜o, ou por
emissa˜o. Mas, para melhorar a aproximac¸a˜o Monte Carlo e o valor esperado (E(ξ)) do
estimador, e´ necessa´rio que seja feito o maior nu´mero de amostras poss´ıveis para cada
pixel do plano de visa˜o (o ideal e´ que sejam feitas infinitas amostras para que o valor
esperado se aproxime do seu valor o´timo). Para que cada amostra contribua de forma
diferente para o valor esperado, e´ importante utilizar uma boa func¸a˜o de distribuic¸a˜o,
para que as amostras sejam feitas dentro de a´rea de cada pixel do view plane de maneira
mais distribu´ıda poss´ıvel, cobrindo a maior a´rea poss´ıvel da a´rea total. Para encontrar
maiores informac¸o˜es sobre o caminho de percorrimento do raio de luz, o funcionamento
do Path Tracing e as melhores maneiras de distribuir as amostras de raios em cada pixel,
consultar [5] e [6]. Ale´m de tudo isto, cada raio lanc¸ado pelas amostras de cada pixel deve
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fazer um ca´lculo de teste de intercecc¸a˜o com todos os triaˆngulos da geometria da cena a
fim de verificar qual o ponto mais pro´ximo que um raio qualquer atingiu ao percorrer a
cena inteira. Todas estas questo˜es colaboram com a alta demanda de processamento de
dados do algor´ıtmo.
2.5 A eficieˆncia do algoritmo de Path Tracing.
Como podemos ver, os principais problemas do algoritmo relacionam-se a` alta
demanda de custo computacional das aplicac¸o˜es em decorreˆncia do nu´mero de operac¸o˜es.
Para que seja calculado o valor o´timo do valor esperado (E(ξ)) de radiaˆncia (Lr) que
reflete de um objeto da cena e atinge o sensor, e´ necessa´rio um grande nu´mero de amostras
de radiaˆncia refletida. Ale´m de ser necessa´rio disparar o ma´ximo poss´ıvel de raios por
cada pixel, para calcular os valores de irradiaˆncia vindos de cada ponto atingidos por
cada raio (para isto, sa˜o calculadas as irradiaˆncias (E) e suas radiaˆncias refletidas (Lr),
sa˜o calculadas a partir das irradiaˆncias, que por sua vez sa˜o calculadas a` partir das
infinitas radiaˆncias incidentes (Li), multiplicando este valor calculado de radiaˆncia pela
BRDF e dividindo pela funca˜o de densidade de probabilidade, somando todos os valores
e resultando na irradiaˆncia). As chamadas que disparam estes raios de luz na cena sa˜o
chamadas recursivas que ocorrem para cada pixel de uma tela de resoluc¸a˜o MxN, fazendo
com que se repitam estes ca´lculos MxN vezes e ainda multiplicado por um valor K de
nu´mero de amostras.
Para atingir o valor o´timo, alto custo computacional e´ exigido devido o nu´mero
de chamadas recursivas para que este valor de radiaˆncia seja calculado para cada pixel.
A aproximac¸a˜o Monte Carlo vem a facilitar, transformando um somato´rio de infinitas
parcelas diferenciais e cont´ınuas numa soma finita de valores discretos, que sa˜o nossas
amostras(quanto maior o nu´mero de amostras, mais pro´ximo do valor exato), reduzindo,
mas na˜o viabilizando, o custo computacional para calcular o valor aproximado do exato
utilizando o mesmo algor´ıtmo, como expresso pela equac¸a˜o 15.
Para reduzir o custo computacional, sa˜o definidos valores fixos de nu´mero de amos-
tras por pixel, ou seja, quantos raios sera˜o disparados por pixel. E´ necessa´rio tambe´m a
definic¸a˜o de bons crite´rios de parada para as chamadas recursivas (que geralmente e´ defi-
nida pelo nu´mero de chamadas dos raios secunda´rios, podendo ser um valor fixo escolhido
pelo usua´rio, ou a parada da recursa˜o pode ocorrer em consequeˆncia da colisa˜o do raio
com uma fonte de luz.
Para reduzir ainda mais o custo do algoritmo, sa˜o desconsideradas as infinitas
radiaˆncias incidentes, uma vez que um raio atinge uma superf´ıcie, seriam necessa´rios
lanc¸ar infinitos raios secunda´rios em todas as direc¸o˜es para que se calculasse a radiaˆncia
correspondente a energia refletida na direc¸a˜o do pixel, o que e´ otimizado com atrave´s de
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um maior nu´mero de raios sendo lanc¸ados por pixel, o que acaba substituindo o somato´rio
e a me´dia das amostras do estimador Monte Carlo. Esta simplificac¸a˜o reduz a equac¸a˜o
14 da pa´gina 27 da seguinte forma:
Lr(x,ωi,ωo) =
fr(x,ωi,ωo)Li(x,ωi) cos θi dωi
p(x)
(15)
Esta equac¸a˜o reduzida simplifica a equac¸a˜o de rendering e sua implementac¸a˜o. A
seguir, encontra-se um pseudo-co´digo do algor´ıtmo do Path Tracing, para melhor com-
preensa˜o do seu funcionamento.
1 Color TracePath (Ray ray , count depth ) {
2 i f ( depth >= MaxDepth) {
3 re turn Black ; // Condicao de parada quando at inge numero maximo pre−
d e f i n i d o de chamadas r e c u r s i v a s (MaxDepth) .
4 }
5
6 ray . EncontraObjetoMaisProximo ( ) ; //na d i r e cao do r a i o
7 i f ( ray . Atingiu == f a l s e ) {




11 Mater ia l mate r i a l = ray . thingHit−>mate r i a l ;
12 Color Ke = mate r i a l . emitanc ia ;
13
14 // Ca lc la d i r e cao a l e a t o r i a para proximo r a i o do caminho .
15 Ray newRay ;
16 newRay . o r i g i n = ray . PontoDeInterseccao ;
17
18 newRay . d i r e c t i o n = Amostragem ( ray . NormalDaSuperf ic ie ) ;
19
20 // funcao de d i s t r i b u i c a o de probab i l i dade do aproximador
21 const f l o a t pdf = mate r i a l . pdf aproximador ;
22
23 // Compute the BRDF f o r t h i s ray
24 f l o a t c o s t h e t a = DotProduct (newRay . d i r e c t i o n , ray . NormalDaSuperf ic ie ) ;
25 Color BRDF = mate r i a l . brd f ( ) ;
26
27 // Caminho r e c u r s i v o dos r a i o s s e cundar i o s .
28 Color Li = TracePath (newRay , depth + 1) ;
29
30 // Calcula a euqacao de render ing .





35 void Render ( Image f ina l Image , count numSamples ) {
36 f o r each ( p i x e l in f ina l Image ) {
37 f o r each ( i in numSamples ) {
38 Ray r = camera . generateRay ( p i x e l ) ;
39 p i x e l . c o l o r += TracePath ( r , 0) ;
40 }
41 p i x e l . c o l o r /= numSamples ; // Media das amostras .
42 }
43 }
Ale´m destas otimizac¸o˜es, existem, na literatura, soluc¸o˜es para o problema dos
testes de intercecc¸a˜o que aceleram o tempo do teste de intercecc¸a˜o de cada raio com
todos os triaˆngulos da geometria, atrave´s de estruturas de dados de acelerac¸a˜o, como
por exemplo as BVHs [13], que testam apenas os triaˆngulos contidos dentro dos volumes,
organizado em hierarquias. Para o problema das amostras demorarem a convergir para
o valor o´timo, existe uma te´cnica de acelerac¸a˜o, desenvolvida para gerar amostras que
colaborem mais para o valor esperado ser atingido com menos tempo, lanc¸ando raios em
direc¸a˜o a` fonte de luz, a fim de encontrar valores maiores do que zero de radiaˆncia incidente
nos pontos mais ra´pido, melhorando a qualidade das amostras coletadas, chamada de
amostragem direta da luz [34].
Mesmo com todas estas otimizac¸o˜es, com o aux´ılio do estimador Monte Carlo e
todas as aproximac¸o˜es nume´ricas utilizadas, o algoritmo continua demandando alto custo
computacional, principalmente quando se trata de aplicac¸o˜es em tempo real. Uma das
alternativas de otimizar o algoritmo e seu funcionamento em tempo real e´ fazendo uso da
programac¸a˜o paralela, que e´ viabilizada, principalmente, atrave´s da robustez do Hardware
da GPU e seus mu´ltiplos nu´cleos de processamento, como se explicara´ imediatamente, na
sessa˜o a seguir.
2.6 A eficieˆncia do Path Tracing na GPU.
Matthew Scarpino, em [36], no primeiro cap´ıtulo, traz uma discussa˜o do quanto
a GPU (Unidade de processamento gra´fico da placa de v´ıdeo) aprimorou a performance
das aplicac¸o˜es. Por ter uma arquitetura diferente da CPU, com mais unidades de pro-
cessamento, com memo´ria local para cada unidade e oferecer, em hardware, suporte para
instruc¸o˜es vetoriais, processamento paralelo de dados, leitura e escrita ra´pidas de buffers
de dados, resumindo, suporte para pipeline gra´fico em sua totalidade, a GPU tornarou-
se uma excelente opc¸a˜o para a programac¸a˜o de qualquer pipeline gra´fico, por favorecer
pra´ticas de programac¸a˜o paralela e por suportar todas as operac¸o˜es alge´bricas ba´sicas
entre vetores e operac¸o˜es aritme´ticas ba´sicas no geral.
No mesmo livro, o autor explica o funcionamento da arquitetura da GPU, a fim
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de tirar o ma´ximo de proveito do hardware com o objetivo de melhorar a performance
das aplicac¸o˜es. As instruc¸o˜es vetoriais sa˜o um dos maiores inimigos na performance das
aplicac¸o˜es, porque cada vetor tem um nu´merdo de componentes e para cada operac¸a˜o,
seja ela de soma, ou subtrac¸a˜o, deve ser realizada componente a componente, um de
cada vez. No algoritmo do Path Tracing, muitos dados sa˜o representados por vetores,
como as cores, os raios, os ı´ndices de refrac¸a˜o e as constantes dos materiais, e assim por
diante. Com o suporte a`s instruc¸o˜es vetoriais, a GPU torna-se uma grande aliada na
programac¸a˜o de renderizadores, em especial o algoritmo escolhido no nosso estudo, visto
que a GPU possui, em hardware, suporte a`s operac¸o˜es de ca´lculo vetorial, realizando as
mesmas operac¸o˜es de soma para um inteiro, como tambe´m para um vetor de inteiros de
treˆs posic¸o˜es, num mesmo tempo, reduzindo o custo computacional destas operac¸o˜es, em
tempo real, comparando com as aplicac¸o˜es feitas em CPU. Ale´m disso, possui um nu´mero
maior de nu´cleos de processamento, o que aumenta o poder de processamento paralelo de
dados, favorecendo particionamento de dados para agilizar as chamadas das rotinas das
func¸o˜es do renderer para cada pixel do display da imagem de alta resoluc¸a˜o. Por isso, a
GPU e´ um dos artif´ıcios utilizados na literatura para melhorar a eficieˆncia do algor´ıtmo
do Path Tracing.
Para informac¸o˜es mais detalhadas na influeˆncia da arquitetura da GPU na melhoria
da performance das aplicac¸o˜es na computac¸a˜o gra´fica, devido a` demanda computacional
dos renderizadores e o suporte em hardware que a GPU oferece para as operac¸o˜es funda-
mentais dos mesmos, consultar [40].
33
3 REPRESENTAC¸A˜O DE MATERIAIS EM PATH
TRACING
Na s´ıntese de imagens fotorrealistas, no contexto do algor´ıtmo em GPU, o que ha´
de fundamental para obter resultados em que na˜o haja distinc¸a˜o de uma fotografia para
uma imagem renderizada (sintetizada pelo computador) e´ programar modelos f´ısicos e
matema´ticos que simulem e descrevam os diversos tipos de materiais e suas propriedades
particulares na interac¸a˜o com a luz na natureza para replica´-los digitalmente (sua trans-
pareˆncia, seu grau de pureza, se o tipo de material e´ hetero ou homogeˆneo, sua reflexibili-
dade, entre outras caracter´ısticas [23]), ou modelos emp´ıricos [18], que embora na˜o simu-
lem os fenoˆmenos f´ısicos da luz, como o transporte de energia luminosa, e por isso na˜o res-
peitem as leis de conservac¸a˜o de energia, alcancem bons resultados, ou resultados aproxi-
mados aos modelos fisicamente plaus´ıveis. Segundo Naty Hoffman [23], para que a BRDF
seja considerada um modelo f´ısico, ou f´ısicamente plaus´ıvel, e´ necessa´rio respeitar as leis
de conservac¸a˜o de energia e reciprocidade da func¸a˜o com respeito a` ordem dos paraˆmetros.
Para que a BRDF conserve energia, nunca podera´ retornar um valor de energia superior
a quantia de energia luminosa que incidiu no ponto, nem uma quantia negativa (ou seja,
um valor positivo e que a integral da BRDF deve retonrar um valor entre zero e um).
Para que ela seja rec´ıproca, e´ necessa´rio que fr(ωi ↔ ωo) = fr(ωi,ωo) = fr(ωo,ωi),
ou seja, a ordem dos paraˆmetros na˜o altere o valor retornado pela func¸a˜o. Caso a BRDF
na˜o respeite alguma dessas propriedades, ela na˜o e´ considerada f´ısicamente plaus´ıvel.
A func¸a˜o de distribuic¸a˜o de reflectaˆncia bidirecional e´ descrita por equac¸o˜es ma-
tema´ticas (recebendo os aˆngulos so´lidos como paraˆmetro), mas tambe´m pode ser repre-
sentada por um banco de dados- como em [22]-, em que para cada direc¸a˜o ωi, relaciona-se
uma proporc¸a˜o correspondente a` direc¸a˜o ωo. Em outras palavras, para cada par de aˆngulo
so´lido (ωi,ωo), temos um valor de proporc¸a˜o salvo na memo´ria (banco de dados), cau-
sando uma certa imprecisa˜o, a medida que um intervalo infinito e´ discretizado em poucos
valores de posic¸a˜o no espac¸o 3D), inviabilizando o uso desse me´todo para videogames,
pois o mercado preza por produtos de boa qualidade e baixo custo de memo´ria e de
processamento de dados [41].
O algor´ıtmo recursivo do Path Tracing recebe como um de seus paraˆmetros um
raio, que conte´m uma origem e uma direc¸a˜o. A medida que o raio percorre a cena,
partindo da origem, seguindo a direc¸a˜o do primeiro raio (mapeados randoˆmicamente em
direc¸a˜o a um ponto da regia˜o ao redor do centro do pixel), e caso cruze um objeto da
cena, o ponto de cruzamento sera´ a nova origem e a nova direc¸a˜o do pro´ximo raio e seu
sentido e´ definido pela direc¸a˜o de reflexa˜o do aˆngulo so´lido de sa´ıda, ou reflexa˜o, que e´
calculado pela amostragem uniforme (explicada mais adiante) , por exemplo. Pore´m para
simplificar e compatibilizar as direc¸o˜es dos aˆngulos so´lidos, com as direc¸o˜es dos raios, e´
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utilizada a notac¸a˜o de vetor para representar as direc¸o˜es dos aˆngulos so´lidos com vetores
de treˆs coordenadas (x,y,z).
Para resolver localmente a direc¸a˜o de reflexa˜o sa˜o utilizadas coordenadas esfe´ricas,
para isso, e´ necessa´rio mudar apenas a direc¸a˜o e o sentido do raio incidente e assim formar
o raio refletido, pois, por fazer uso das varia´veis deste sistemas de coordenadas (θ e ϕ),
faz com que haja a necessidade de inverter a direc¸a˜o do reaio de incideˆncia para poder
representa´-los nesta notac¸a˜o. A forma de representar os vetores e´ modificada para coorde-
nadas polares por razo˜es de performance. Na figura a seguir, esta´ ilustrada a maneira que
parametriza-se um vetor qualquer (v) em coordenadas esfe´ricas, representados no sistema
local do ponto de intercecc¸a˜o da superf´ıcie em coordenadas esfe´ricas.
Figura 11: Coordenadas esfe´ricas. V e´ um vetor que representa uma direc¸a˜o
qualquer, t um vetor paralelo a` superf´ıcie e N o vetor normal da superf´ıcie.
Para maiores detalhes em coordenadas esfe´ricas, verificar [5].
Com esta mudanc¸a de sistema de coordenadas para o sistema local de aˆngulo so´lido
para coordenadas esfe´ricas, a func¸a˜o de reflectaˆncia e´ denotada por fr(θi, ϕi, θo, ϕo). Por
motivos de simplificac¸a˜o, ou de coesa˜o matema´tica, em alguns momentos a notac¸a˜o antiga
sera´ utilizada, recebendo como paraˆmetros aˆngulos so´lidos de incideˆncia e de reflexa˜o, ou
a nova, recebendo os aˆngulos das coordenadas esfe´ricas de cada direc¸a˜o (incideˆncia e
reflexa˜o).
3.1 Como se classificam os modelos de BRDF que sera˜o estudados.
Para que possamos perceber visualmente os objetos e as coisas em nossa volta, e´ ne-
cessa´rio que existam objetos que emitam, transmitam, ou retransmitam a luz na direc¸a˜o
dos nossos olhos de maneiras diversificadas, representando a diversidade dos materiais
existentes. Como foi dito na subsessa˜o anterior, e´ poss´ıvel descrever materiais em Path
35
Tracing utilizando modelos de BRDF que podem ser baseados em modelos f´ısicos, como
tambe´m podemos descrever os materiais em Path Tracing utilizando modelos emp´ıricos,
que chegam em resultados semelhantes e aproximados, pore´m na˜o sa˜o baseado em f´ısica
e, podem na˜o conservar energia, e dependendo da aplicac¸a˜o, na˜o serem u´teis, mas como
estamos avaliando a plausabilidade dos modelos em Path Tracing no contexto de desen-
volvimento de renderers em tempo real na GPU e o objetivo do estudo e´, tambe´m, ana-
lisar aproximac¸o˜es que reduzam um pouco o realismo, desde que melhore a performance
da aplicac¸a˜o, com a finalidade de comparar seus resultados com os modelos baseados
em f´ısica, que geralmente sa˜o mais caros computacionalmente e, desta forma, analisar o
custo-benef´ıcio de cada um. Existem diversos modelos emp´ıricos e f´ısicamente plaus´ıveis,
para os diversos tipos de materiais. Estudaremos dois tipos de materiais: Difuso e Es-
pecular, por serem algor´ıtmos conhecidos e amplamente utilizados no contexto do nosso
estudo, dentre os quais selecionamos quatro modelos a serem estudados os quais sera˜o
detalhados adiante. Ale´m destes quatro modelos, existem outros diversos modelos de
BRDF na literatura utilizados em Path Tracing, como, por exemplo, o modelo difuso
emp´ırico, para simular o comportamento difuso da lua, que se encontra em [33], dois
outros modelos difusos fisicamente plaus´ıveis, que se encontram em [37] e [38] e mode-
los especulares anisotro´picos f´ısicamente plaus´ıveis, como em [30], entre outros modelos
discutidos e utilizados na computac¸a˜o gra´fica. Os modelos que sera˜o estudados esta˜o
devidamente classificados segundo tipo de material e plausabilidade do modelo na figura
12.
Figura 12: Tabela de modelos de func¸o˜es de distribuic¸a˜o de reflectaˆncia bidi-
recional.
Este modo de classificar os modelos e as diversas func¸o˜es de distribuic¸a˜o de re-
flectaˆncia, expostos na figura 12, foi baseado no modelo de classificac¸a˜o detalhado em
[18].
Materiais com brilho difuso, sa˜o objetos que existem na natureza, que na˜o sa˜o
meios transmiss´ıveis para a luz, isto significa que a luz na˜o atravessa esse determinado
tipo de material, onde parte da energia e´ absorvida e outra parte e´ refletida. Lembrando
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que em materiais difusos, na˜o ha´ reflexa˜o direta da luz em uma u´nica direc¸a˜o, ou ao
redor de uma direc¸a˜o (como em espelhos e pla´sticos), o que significa que em materiais
difusos, na˜o ha´ nenhuma forma de efeito de reflexo como podemos ver nosso reflexo no
espelho e superf´ıcies meta´licas polidas, a` exemplo do concreto. Na natureza, os materiais
difusos distribuem a energia de maneira quase que uniforme em todas as direc¸o˜es (esta
uniformidade varia de acordo com o grau de rugosidade da superf´ıcie difusa do material),
enquanto nos modelos especulares, a maior parte da energia refletida e´ mais concentrada
numa determinada regia˜o, o que resulta num brilho especular.
Neste documento, sera´ avaliada a performance de dois modelos difusos: o mo-
delo da BRDF perfeitamente difusa, tambe´m chamada de lambertiana, proposto por JH.
Lambert [20], e o modelo de Oran-Nayar, proposto por Michael Oren e Shree K. Nayar
[26].
Modelo de Lambert.
Neste modelo, considera-se que a superf´ıcie e´ optciamente planar (ou seja, na˜o pos-
sui irregularidades nem em escalas de diferencial de a´rea), mas tambe´m que a contribuic¸a˜o
de energia da irradiaˆncia incidente, contibui com um valor constante de radiaˆncia refletida
em todas as direc¸o˜es (e vise-versa, dada a comutatividade da func¸a˜o de distribuic¸a˜o bi-
direcional de reflectaˆncia). Partindo deste pressuposto, podemos representar esse modelo
f´ısico da seguinte forma:
Figura 13: Modelo de BRDF lambertiana.
Sendo ωi o aˆngulo so´lido de incideˆncia e o semi-c´ırculo laranja, a distribuic¸a˜o
da energia incidente nas infinitas poss´ıveis direc¸o˜es de reflexa˜o. Na natureza, nenhum
material distribui energia unifomemente, de maneira igual em todas as direc¸o˜es, pore´m,
materiais como a areia distribuem a energia de forma semelhante, a depender do grau de
rugosidade da superf´ıcie, sendo perfeitamente polida, reflitiria luz desta maneira.
Como e´ descrito em [5], a func¸a˜o de reflectaˆncia difusa, para manter-se conservando







Onde ρ(x,ωi,ωo) e´ uma constante do modelo de Lambert chamada, na literatura
[26], de albedo e x e´ um ponto qualquer da superf´ıcie de um objeto qualquer.
Com esta func¸a˜o de reflectaˆncia, a equac¸a˜o de rendering, para este modelo, e´
calculada da seguinte maneira:





Li(x,ωi) cos θi dωi (17)
Como o valor da PDF do aproximador Monte Carlo para a amostragem uniforme
e´ igual a 1
2pi
, temos:




ρ(x,ωi,ωo)Li(x,ωi) cos θi dωi
pi/2pi
, (18)
o que resultaria na equac¸a˜o a seguir:




ρ(x,ωi,ωo)Li(x,ωi) cos θi dωi (19)
Modelo de Oren-Nayar
Como dito em [17], pouca atenc¸a˜o e´ dada aos modelos fisicamente plaus´ıveis di-
fusos, isto acontece porque o modelo de Lambert e´ uma soluc¸a˜o de baixo custo de pro-
cessamento, ja´ que o seu valor permanece constante independente da direc¸a˜o de reflexa˜o
e alcanc¸a resultados considerados razoa´veis para as diversas aplicabilidades do rendering
baseado em f´ısica. Em contrapartida, foi proposto em 1994, por Shree K. Nayar e Mi-
chael Oren um modelo difuso baseado em microfaces [26]. A modelagem das microfaces e´
baseado no modelo de Torrance-Sparrow [24], onde as microfaces sa˜o interpretadas como
cavidades-V, que o modelo de Cook-Torrance utiliza.
A equac¸a˜o do modelo de Oren-Nayar e´ dada pela equac¸a˜o 20, como em [8].
frOren−Nayar(h,ωi,ωo) =
1





Onde MG e´ a superf´ıcie de toda a microgeometria em cavidades-V e s e´ a direc¸a˜o
da fonte de luz (em direc¸a˜o a` micro-superf´ıcie).
Como podemos observar, a equac¸a˜o do modelo de Oren-Nayar e´ bem diferente
da equac¸a˜o do outro modelo difuso, estudado na sessa˜o anterior, apresenteando outros
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termos, como o termo geome´trico (G), em algumas literaturas (como em [26]) chamado
de termo de atenuac¸a˜o geome´trico, a func¸a˜o de reflectaˆncia, neste caso difusa (Fdiff ), e a
func¸a˜o de distribuic¸a˜o das normais (D). Para compreendermos a equac¸a˜o deste modelo,
se faz necessa´rio a explanac¸a˜o de algumas caracter´ısticas peculiares dos materiais difusos
rugosos, modelados em cavidades-V, como se demonstra nas figuras 14 e 15.
Figura 14: Modelo de microfaces baseado em cavidades-V (modelo isotro´pico,
modelo do nosso estudo).
Neste modelo, a microgeometria e´ composta por micro-a´reas de mesma a´rea (da)
e de mesma orientac¸a˜o (h e h+ pi), onde h e´ a normal da micro-superf´ıcie, como o visto
na figura 14, distribuidos uniformemente em orientac¸a˜o ao plano da macro-superf´ıcie dA.
Para que a compreensa˜o fique intuitiva, e´ como se o modelo das cavidades-V, modelando
materiais difusos isotro´picos, transformasse um ponto, ou diferencial de a´rea dA, numa
colessa˜o de a´reas ainda menores, da, em que estas superf´ıcies na˜o sa˜o como no modelo
de microfaces especular, pois sa˜o superf´ıcies difusas. Esta colessa˜o de micro-superf´ıcies,
compo˜e a microgreometria de cada diferencial de a´rea do modelo.
Quanto a` atenuac¸a˜o do brilho por mascaramento e sombreamento [26], como
tambe´m a moderac¸a˜o desses efeitos em consequeˆncia da iluminac¸a˜o global dentro da
microgeometria, e´ inclusa neste modelo uma func¸a˜o denominada, na literatura, fator de
atenuac¸a˜o geome´trica (G), este termo e´ baseado no mesmo termo geome´trico da equac¸a˜o
do modelo de Torrance-Sparrow [24], que utiliza uma abordagem de microfaces baseado
nas cavidades-V. As figuras a seguir ilustram estes efeitos de atenuac¸a˜o de brilho nas
microfaces.
Figura 15: Sombreamento, mascaramento e mu´ltiplas reflexo˜es entre as mi-
crofaces.
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Na primeira imagem, da figura 15, todas as micro-superf´ıcies poderiam ser atingi-
das pelo raio de luz incidente (ωi), pore´m, a superf´ıcie mais a` direita foi atingida primeiro,
deixando as outras superf´ıcies em sombra, para essa direc¸a˜o de incideˆncia. Na segunda
imagem, da mesma figura, a direc¸a˜o de observac¸a˜o, partindo do ponto de partida da
mesma, e´ escondida por outra micro-superf´ıcie, ou seja, esta micro-superf´ıcie de onde
a direc¸a˜o de observac¸a˜o (ωo) partiu, foi mascarada pelas outras micro-superf´ıcies. Na
terceira imagem, encontra-se um exemplo em que a direc¸a˜o de observac¸a˜o (ωo) foi modi-
ficada e recebe colaborac¸a˜o energe´tica decorrente de multiplas reflexo˜es do raio incidente
(ωi), simulando um efeito de iluminac¸a˜o global de multiplas reflexo˜es na microgeometria.






2(s ·N )(h ·N )
(s · h) ,
2(ωo ·N )(h ·N )
(ωo · h)
]]
As micro-superf´ıcies sa˜o consideradas superf´ıcies opticamente planas, pore´m difu-
sas, com suas dimenso˜es superiores ao comprimento de onda da luz, o que quer dizer que a
luz reflete na micro-superf´ıcie difusa com proporc¸a˜o da reflectaˆncia semelhante ao modelo
de Lambert. O termo que retorna a proporc¸a˜o da BRDF correspondente ao percentual
dos raios que sa˜o refletidos vindo das micro-superf´ıcies da micro-geometria cuja normal
(h) coincide com a normal da macro-superf´ıcie (N ), e´ o termo D, dado pela seguinte
equac¸a˜o:




O termo correspondente a reflectaˆncia difusa (Fdiff ) e´ dado por:
Fdiff (l,h) = (N · ωi)ρ
pi
Para concluir, os termos restantes da equac¸a˜o 20, os produtos internos, servem
para simular um efeito especial dos materiais difusos rugosos, chamado de backscattering,
que sera´ explicado imediatamente.
Figura 16: Modelagem da cavidade-V: Incideˆncia de luz direto da fonte de luz
(direc¸a˜o e sentido do vetor S).
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Considere uma cavidade-V difusa, composta por um par de micro-superf´ıcies pla-
nares de a´rea da, com orientac¸o˜es concorrentes e sime´tricas entre si. Observando a figura
16, que e´ atingida por raios de luz provenientes de uma fonte de luz na direc¸a˜o s, a micro-
superf´ıcie do lado esquerdo recebe uma contribuic¸a˜o energe´tica da fonte de luz maior do
que a micro-superf´ıcie do lado direito. Desta forma, a micro-face esquerda brilha mais do
que a direita, contudo existem materiais difusos como os que compo˜e a superf´ıcie da lua,
como tambe´m o gesso e a areia, que apresentam um comportamento variado, a depender
da direc¸a˜o de observac¸a˜o (e1 e e2), como mostram as figuras a seguir.
Figura 17: Modelagem da cavidade-V: Direc¸a˜o de observac¸a˜o.
Em decorreˆncia do backscattering, levando em considerac¸a˜o a direc¸a˜o s da figura
16, se a direc¸a˜o de observac¸a˜o for ωo2, resultara´ num escurecimento do brilho, decor-
rente a reduc¸a˜o da reflectaˆncia especular difusa, em proporc¸a˜o ao desvio da direc¸a˜o de
observac¸a˜o aumenta em relac¸a˜o ao inverso da direc¸a˜o da insideˆncia. Ou seja, nos casos em
que a direc¸a˜o de observac¸a˜o coincidir exatamente com a direc¸a˜o do inverso da direc¸a˜o de
incideˆncia da luz vinda direto da fonte de luz, ωo1, a reflectaˆncia atinge seu valor ma´ximo
(se a fonte de luz for pontual e u´nica fonte de luz da cena, na˜o havendo contribuic¸a˜o de
outros pontos de luz), causando uma inconstaˆncia na distribuic¸a˜o de energia ao redor do
ponto de incideˆncia luminosa num objeto difuso, divergindo do modelo difuso de Lam-
bert, por na˜o distribuir os raios de uma forma igual em todas as direc¸o˜es, independente
da direc¸a˜o de observac¸a˜o, apresentando uma vantagem do modelo de Oren-Nayar em
comparac¸a˜o com o modelo difuso de Lambert, pois, apesar do modelo de Lambert apre-
sentar baixo custo de processamento, foi visto em outras refereˆncias, [27], [26] e [28], que
o modelo lambertiano e´ uma aproximac¸a˜o muito imprecisa, ou inadequada, para simular
alguns efeitos da reflectaˆncia difusa como o observado em materiais como o pano, areia,
argila e gesso e em [15], onde foi observado o comportamento da reflectaˆncia difusa da lua
e o quanto e´ incompat´ıvel do que e´ visto no modelo de reflectaˆncia difusa de Lambert,
uma vez que em superf´ıcies difusas como estas, a luz tende a refletir uma maior parcela
da energia incidente na direc¸a˜o da fonte de luz (retrorreflexa˜o [18], ou backscattering [27]).
Como a equac¸a˜o 20 e´ uma equac¸a˜o grande e complexa (invia´veis para aplicac¸o˜es
em tempo real), em [26], foram propostas duas aproximac¸o˜es: a primeira, descrita por
equac¸o˜es maiores, responsa´veis por simular os fenoˆmenos de interreflexa˜o. A segunda
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aproximac¸a˜o, descrita como se segue na equac¸a˜o 21, na˜o simula interreflexa˜o, o que, se-
gundo [26], se da´ pela auseˆncia dos termos que predominam na primeira aproximac¸a˜o, que
demandam alta performance da aplicac¸a˜o e fazem pouca diferenc¸a no brilho do resultado




(A+B Max(0, cos(φωi − φωo)) sin(a) tan(b)) (21)








e os termos θωi e φωi sa˜o as coordenadas esfe´ricas do vetor ωi e, do mesmo modo, θωo
e φωo sa˜o as coordenadas esfe´ricas do vetor ωo. O termo αm, por sua vez, e´ um nu´mero
real entre zero e um que define qua˜o a´spera e´ a superf´ıcie do material. Quanto maior a
rugosidade, maior o efeito de retrorreflexa˜o, como expl´ıcito em [18]. E´ importante notar
que esta aproximac¸a˜o, quando α e´ igual a zero, a equac¸a˜o e´ reduzida para a equac¸a˜o do
modelo de Lambert( ρ
pi
).
O que ha´ de mais interessante no modelo e´ capacidade de simular o comportamento
do brilho da lua e se assemelhar aos materiais difusos que existem na natureza. O termo
responsa´vel por este brilho mais forte nas bordas das qua´dricas implementadas com este
modelo e´ o termo especular, descrito em [27], e´ uma equac¸a˜o semelhante ao termo D
descrito nesta mesma sessa˜o.
Como a segunda aproximac¸a˜o apresentada em [27] e [29] (equac¸a˜o 21) e´ mais
utilizada na literatura da computac¸a˜o gra´fica (como em [18]), ale´m disso, abrir ma˜o
da simulac¸a˜o destes efeitos, atrave´s desta aproximac¸a˜o apresentada, se torna necessa´rio
devido a inviabilidade da integrac¸a˜o da equac¸a˜o inteira em aplicac¸o˜es em tempo real, como
explicado no pro´prio artigo em que as equac¸o˜es e suas aproximac¸o˜es foram apresentadas
[27] [26]. Lembrando tambe´m que o objetivo do nosso trabalho e´ analisar a semelhanc¸a
dos modelos e aprimorar a performance. Por estas razo˜es, tornou-se mais conveniente
utilizar a aproximac¸a˜o conforme descrito pela equac¸a˜o 21.
Assumindo que a amostragem dos raios secunda´rios deste modelo e´ uniforme e, por
isso, sua PDF (p(x)) da aproximac¸a˜o Monte Carlo e´ igual a 1
pi
, o modelo de Oren-Nayar
pode ser aplicado na equac¸a˜o de rendering da seguinte forma:




ρ(A+B Max(0, cos(φωi − φωo)) sin(a) tan(b))Li(x,ωi) cos θi dωi
(22)
Materiais especulares, por outro lado, a depender do grau de transmissividade do
material, podem ser transparentes, translu´cidos ou opacos. Ale´m da transmissividade,
os materiais com brilho especular, possuem a propriedade de refletir a luz de maneira
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discont´ınua, ou refletir de modo mais concentrado ao redor de uma determinada direc¸a˜o,
dependendo do seu grau de rugosidade da superf´ıcie do material. Como visto em [23],
para simular materiais com brilho e reflexa˜o especulares, e´ necessa´rio simular estes efeitos,
dentre eles, estudaremos os que se encontram a seguir:
Figura 18: Poss´ıveis formas da luz interagir com o meio especular opaco (re-
flexa˜o, absorc¸a˜o e emissa˜o).
Onde N e´ o vetor normal da superf´ıcie em questa˜o e ωi e´ o vetor que representa
a direc¸a˜o de incideˆncia de luz. Os vetores desenhados em laranja na primeira imagem da
figua 18 sa˜o as direc¸o˜es de reflexa˜o, enquanto na terceira, sa˜o as direc¸o˜es de emissa˜o de
luz. Esta figura ilustra, respectivamente a reflexa˜o, a incideˆncia e a emissa˜o.
Cada “raio”de luz carrega uma certa quantidade de energia espectral que conhece-
mos pelo nome de radiaˆncia, essa quantidade de energia espectral pode assumir diversos
valores num intervalo cont´ınuo e infinito de comprimento de onda, tambe´m estudado nas
sesso˜es anteriores, onde nos interessa apenas a faixa vis´ıvel de comprimento de onda da luz
(aproximadamente entre 400 e 780 nm), mas o feixe de luz, seja ela vis´ıvel ou invis´ıvel, in-
terage com o meios de brilho especular da mesma forma: reflexa˜o, espalhamento, absorc¸a˜o
e emissa˜o.
No nosso estudo, trataremos dos modelos que simulam apenas a reflexa˜o e a ab-
sorc¸a˜o, pois sera˜o retratados apenas modelos especulares opacos. A reflexa˜o ocorroe
quando a energia espectral da radiaˆncia incidente e´ convertida em energia espectral em
qualquer direc¸a˜o. A absorc¸a˜o, representada na terceira imagem da figura 18, ocorre em
materiais meta´licos como o cobre, em que, quando a luz na˜o e´ reletida, e´ transmitida e
imediatamente absorvida pelo meio. Estudaremos dois modelos isotro´picos dos materiais
especulares: o modelo de Phong, proposto por Bui Tuong Phong [29] (classificado como
um modelo emp´ırico em [18]) e o modelo de cook-torrance, proposto por Robert L. Cook




O Modelo proposto por Bui Tuong Phong, em [29], e´ um modelo criado para se
adequar a outro pipeline de renderizac¸a˜o de imagens, ou seja, outro me´todo de sintetizac¸a˜o
de imagens diferente do Path Tracing: O pipeline de rasterizac¸a˜o na˜o e´ baseado em f´ısica
e, portanto, busca se assemelhar ao comportamento real dos objetos atrave´s de ca´lculos
nume´ricos que chegam a resultados considerados semelhantes ao que existe na vida real.
Por isto, este modelo e´ considerado emp´ırico e, em consequeˆncia disso, na˜o e´ um modelo
fisicamente plaus´ıvel.
Figura 19: Modelo de BRDF de Phong.
No caso deste modelo, a energia na˜o e´ refletida de maneira uniforme em todas
as direc¸o˜es, mas concentradas em torno da direc¸a˜o de reflexa˜o, variando a largura do
so´lido de reflexa˜o de acordo com o paraˆmetro α que representa sua rugosidade. Este
so´lido e´ representado na figura 19 por um desenho de formato semelhante a uma gota
perfeitamente sime´trica, onde a maior parcela da energia refletida, encontra-se na direc¸a˜o
de reflexa˜o e o restante distribuido ao seu redor, em menor intensidade. Em decorreˆncia
disso, como expl´ıcito em [29], a equac¸a˜o do modelo de Phong e´ descrita da maneira a
seguir:
frPhong(x,ωi,ωo) = Cp[(N · ωi)(1− d) + d] +Ks(ωo · ωrd)α (23)
atenuado pelo fator do cosseno do aˆngulo α, o que significa que a medida que a
direc¸a˜o de reflexa˜o (ωrd) se desvia da direc¸a˜o de reflexa˜o do algor´ıtmo propriamente dito
(ωo), o valor retornado pela BRDF decresce.
Por ser um modelo criado para um pipeline diferente, utiliza de artif´ıcios para
simular todas as caracter´ısitcas da reflectaˆncia de um material especular, que o autor
subdivide em treˆs componentes na equac¸a˜o do seu modelo: Uma componente ambiente,
para representar a contribuic¸a˜o energe´tica de todo ambiente em sua volta, simulando
efeitos de iluminac¸a˜o global e uma constante dessa reflexa˜o difusa e, por fim, o termo
especular, que e´ uma porc¸a˜o da constante especular (Ks), com respeito ao produto interno
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entre os vetores de reflexa˜o (ωr) e o vetor da direc¸a˜o de observac¸a˜o (ωrd, gerado pela
amostragem) que retorna a quantia de energia refletida na direc¸a˜o de observac¸a˜o (ωrd).
Para adaptar o modelo de Phong para o algoritmo do Path Tracing, e´ necessa´rio descartar
alguns fatores que se tornam redundantes na equac¸a˜o, uma vez que o pro´prio algor´ıtmo
ja´ resolve parte da equac¸a˜o. Por exemplo: na˜o ha´ necessidade de simular iluminac¸a˜o
global, ou uma componente difusa, restando apenas o componente especular da equac¸a˜o,
aplica´vel ao algoritmo utilizado no nosso estudo, como na equac¸a˜o a seguir:
frPhong(x,ωi,ωo) = Ks(ωo · ωrd)α (24)
Onde Ks e´ a constante especular do material e α, o coeficiente que regula a rugo-
sidade da reflectaˆncia especular nas direc¸o˜es ao redor da direc¸a˜o de reflexa˜o direta da luz
(ωrd).
Se a equac¸a˜o permancer desta forma, a equac¸a˜o final que sera´ utilizada pelo al-
goritmo, integrada ao aproximador monte carlo, seria expressaria, se utilizar tambe´m a
amostragem uniforme, da seguinte forma:




Ks(ωo · ωrd)αLi(x,ωi) cos θi dωi (25)
Com esta equac¸a˜o, comparando com outros modelos de reflectaˆncia especular, suas
bordas ficam muito escurecidas, devido os produtos internos. Para resolver isso, para
integrac¸a˜o desta equac¸a˜o no integrador Monte Carlo e resolver este problema, e´ necessa´rio
omitir o cos θi, ou incluir este termo no denominador da func¸a˜o de reflectaˆncia de phong,





considerando que a distribuic¸a˜o de probabilidade p(x) e´ igual a 1
pi
, calcula-se a equac¸a˜o
de rendering, atrave´s do estimador Monte Carlo, no algor´ıtmo de Path Tracing, com a
BRDF de Phong, conforme a equac¸a˜o a seguir:




Ks(ωo · ωrd)αLi(x,ωi)dωi (27)
Com esta equac¸a˜o, resolve o problema do escurecimento das bordas, pore´m nos tra´s
outro problema: a BRDF perde mais uma das suas propriedades condicionais para ser
f´ısicamente plaus´ıvel, a reciprocidade, enta˜o, se alterar a ordem dos paraˆmetros da BRDF,
das direc¸o˜es de incideˆncia e de reflexa˜o, o valor da BRDF e´ diferente, porque o cosseno de
incideˆncia vai mudar para cada direc¸a˜o de incideˆncia, a na˜o ser que os paraˆmetros sejam
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descritos pela mesma direc¸a˜o.
Modelo de Cook-Torrance.
Um dos modelos especulares de reflectaˆncia fisicamente plaus´ıvel que chega aos
resultados mais realistas e um dos mais difundido na literatura atualmente e´ o modelo
proposto por Robert L. Cook e Kenneth E. Torrance em [31], que como o modelo de
Oran-Nayar e´ baseado na teoria das microfaces e e´ tambe´m um modelo isotro´pico, que
quer dizer que pode ser parametrizado da mesma forma da figura 11 da pa´gina 35. A
teoria das microfaces, como explicado em [24], parte do pressuposto que existem objetos
na natureza, que sua apareˆncia e´ planar, no entanto, em escalas menores, sua superf´ıcie
possui certas irregularidades (o que na˜o e´ o caso das superf´ıcies o´pticamente planares,
como a de lentes de telesco´pios que sa˜o planares em escala nanome´trica) [23].
A superf´ıcie planar (no caso das superf´ıcies especulares), mesmo apresentando
irregularidades, interage com a luz da mesma forma que um espelho opticamente planar
(o que faz com que a pequena micro-superf´ıcie so´ contribua com o valor total de energia
refletida em uma u´nica direc¸a˜o, na direc¸a˜o de reflexa˜o e quando a direc¸a˜o de reflexa˜o
calculada pela amostragem, ωo, for diferente a direc¸a˜o do vetor de reflexa˜o da luz incidente,
a reflectaˆncia se reduz a` zero). Na teoria das microfaces, o ponto x, de intercecc¸a˜o,
equivale a um diferencial de a´rea, que possui diversas micro-a´reas. A medida que a
regia˜o for mais irregular, ou rugosa, a distribuic¸a˜o da orientac¸a˜o da direc¸a˜o do vetor
normal m das microsuperf´ıcies tem um desvio padra˜o maior, relacionado a orientac¸a˜o
da geometria planar naquele ponto (vetor normal N), aumentando a probabilidade de
modificac¸a˜o da direc¸a˜o de reflexa˜o dos raios incidentes, e aumentando o desvio padra˜o
desse desvio, gerando uma reflexa˜o borrada/manchada da luz incidente [23]. As figuras
a seguir ilustram a mudanc¸a da orientac¸a˜o e da direc¸a˜o dos raios refletidos a medida em
que a irregularidade da superf´ıcie aumenta em escala nanome´trica (as microssuperf´ıcies
da a´rea diferencial do ”ponto”x da integral do equac¸a˜o de rendering).
Figura 20: Superf´ıcies opticamente planares espelhadas e superf´ıcies planares
espelhadas, refletindo a luz incidente (em amarelo) na direc¸a˜o de reflexa˜o
(laranja).
A forma que a luz interage com as micro-superf´ıcies e´ representada no lado esquerdo
46
da figura 21 e a reflexa˜o da macro-superf´ıcie com reflexa˜o especular rugosa, devido a
perturbac¸a˜o da direc¸a˜o de reflexa˜o, consequeˆncia da irregularidade das direc¸o˜es dos vetores
normais das micro-superf´ıcies, e´ representado no lado direito da figura 21 (note que este
efeito de reflexa˜o se assemelha a` reflexa˜o do modelo de Phong).
Figura 21: Reflxa˜o em espelho opticamente planar e superf´ıcies especulares
rugosas.
Ale´m disso, a pressuposic¸a˜o da presenc¸a das micro-superf´ıcies, nos leva a infe-
rir outros treˆs fenoˆmenos: os dois primeiros dizem respeito a` contribuic¸a˜o direta da luz
incidente, enquanto a ultima, diz respeito a` contribuic¸a˜o indireta da luz. Sa˜o eles: som-
breamento, mascaramento e mu´ltiplas reflexo˜es, as quais foram explicados na sessa˜o do
modelo de Oren-Nayar.
Figura 22: Vetor halfway e microfaces da microgeometria que formam vetores
normais m, com a mesma direc¸a˜o e sentido do vetor h.
Para apresentar a aplicac¸a˜o da teoria das microfaces, na equac¸a˜o do modelo do
Cook-Torrance (equac¸a˜o 28), e´ necessa´rio apresentar uma nova varia´vel presente na equac¸a˜o
28, o halfway-vector ou, traduzindo, vetor meio-do-caminho, representado pela letra h na
mesma equac¸a˜o e na figura 22. Como as micro-superf´ıcies sa˜o consideradas como espe-
lhos planares, mesmo que pequenos, enta˜o a luz incidente na direc¸a˜o ωi vai ser refletida
totalmete apenas na direc¸a˜o de reflexa˜o (ωo), que formara´ com o vetor normal da micro-
superf´ıcie (m) o mesmo aˆngulo (θi) que o vetor m formar com a direc¸a˜o de incideˆncia de
luz (ωi), ou seja, para que exista contribuic¸a˜o de energia na direc¸a˜o que vemos (ωo), e´
necessa´rio que exista uma contribuic¸a˜o de energia incidente na direc¸a˜o de chegada (ωi),
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em que o vetor h e´ o meio-do-caminho e, analaogamente, so´ existe contribuic¸a˜o energe´tica
com o valor final da BRDF naquelas micro-superf´ıcies que a direc¸a˜o do seu vetor normal
(m), coincidirem com os vetores de meio-de-caminho (h), como exposto na figura 22.
Ale´m disso, este modelo das microfaces deve, de alguma forma, retornar a parcela
de energia que foi refletida e refratada, dada uma energia incidente, para o caso dos mate-
riais que absorvem, ou transmitem a energia incidente, ou seja, retornar uma porcentagem
de quanto da energia incidente e´ refletida, ou refratada (neste modelo, a energia refratada
e´ totalmente absorvida pelo meio, ja´ que estamos interessados em representar os metais
como o cobre e o ouro).
O modelo de Cook-Torrance e´ descrito pela seguinte equac¸a˜o:
frCook−Torrance(x,ωi,ωo) =
F (ωi,h)G(ωi,ωo,h)D(h)
4(n · ωi)(n · ωo) (28)
Como o explicado em [23], o termo D(h) e´ o termo da equac¸a˜o chamado de FDN
(Func¸a˜o de distribuic¸a˜o de normal), que e´ uma func¸a˜o de distribuic¸a˜o probabil´ıstica que
vai definir se, na microssuperf´ıcie atingida pela luz, a sua micro-face possua sua normal m
com a mesma direc¸a˜o do vetor h, isto e´, se aquele ponto contribui ou na˜o com a energia
naquela determinada direc¸a˜o. A FDN, como mencionado em [18], e´ representada pela
func¸a˜o de distribuic¸a˜o de Beckmann, como se encontra na equac¸a˜o a seguir:
DBeckmann(h) =
1
piα2(n · h)4 exp
(




ou pode ser expressa pela distribuic¸a˜o GGX da seguinte forma:
DGGX(h) =
α2
pi(n · h)2(α2 − 1) + 1 (30)
Onde α e´ uma constante do modelo que representa a rugosidade dos materiais
especulares. Para informac¸o˜es mais detalhadas nas equac¸o˜es 29 e 30, consultar [25].
Como exposto em [25], para garantir a corretude da FDN, e´ necessa´rio conferir os
seguintes requisitos:
A integral desta func¸a˜o, com relac¸a˜o a` superf´ıcie do hemisfe´rio Ω, o mesmo da
figura 6, localizada na pa´gina 22, e´ menor ou igual a 1, ou seja:
∫
Ω D(h) ≤ 1, visto que, a
a´rea total da micro-superf´ıcie deve ser menor ou igual a sua a´rea correspondente na macro-
superf´ıcie. O valor da distribuic¸a˜o normal retorna um nu´mero real sempre positivo, entre
zero e infinito, ou seja: 0 ≤ D(h) ≤ ∞ (como em [7]). A func¸a˜o de distribuic¸a˜o normal
para superf´ıcies polidas, ou suaves, em que o desvio padra˜o do vetor da microgeometria
normal, em relac¸a˜o ao vetor h sa˜o pequenos, a func¸a˜o de distribuic¸a˜o se comporta como
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os gra´ficos simulados no octave, demonstrados a seguir.
Figura 23: Plot da NDF.
A func¸a˜o G(ωi,ωo,h) e´ a func¸a˜o geome´trica, que retorna o percentual (um nu´mero
entre zero e um) de pontos que na˜o esta˜o em sombra, ou mascaradas (um nu´mero
real entre zero e um), ou seja, o produto entre D(h) e G(ωi,ωo,h) deve retornar os
pontos ativos contribuintes com o valor final da cor do pixel, lembrando que, tambe´m
como detalhado em [25], esta func¸a˜o respeita as propriedades de reciprocidade, ou seja,
G(ωi,ωo,h) = G(ωo,ωi,h). Este termo da equac¸a˜o da BRDF de Cook-Torrance, se-




2(N · h)(N · ωo)
(ωo · h) ,




Esta equac¸a˜o do termo G simula os efeitos de sombreamento e mascaramento,
pore´m na˜o simula as mu´ltiplas reflexo˜es.
A func¸a˜o F(ωi,h) e´ a func¸a˜o de reflectaˆncia de Fresnel, que retorna a proporc¸a˜o da
energia incidente que e´ refletida, ou refratada, em que a direc¸a˜o de reflexa˜o e´ conhecida
(ωo), pore´m para calcular a direc¸a˜o de reflexa˜o, caso seja desejado para simular materiais
diele´tricos, e´ necessa´rio fazer o ca´lculo da direc¸a˜o de reflexa˜o que recebe como paraˆmetro
o vetor de incideˆncia (ωi), e o ı´ndice de refrac¸a˜o dos dois meios em que a superf´ıcie em
questa˜o e´ fronteira. A func¸ao de reflectaˆncia e´ uma porcentagem, portanto retorna um










ηt cos(θi)− ηi cos(θt)
ηt cos(θi) + ηi cos(θt)
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ωo⊥ =
ηi cos(θi)− ηt cos(θt)
ηi cos(θi) + ηt cos(θt)
Baseando-se em [16], note que qualquer vetor gene´rico v, possui duas componentes,
uma perpendiculare (v⊥) e outra paralelas (v‖) a` superf´ıcie, em que, somadas as compo-
nentes, chegamos ao valor exato do vetor original (v = v⊥ + v‖), da´ı surge a notac¸a˜o das
componentes do vetor da direc¸a˜o de reflexa˜o (ωo). Lembrando que θi e´ o aˆngulo formado
entre o vetor de incieˆncia da luz (ωi), θt e´ o aˆngulo formado entre o vetor de refrac¸a˜o (ωt,
direc¸a˜o que na˜o nos interessa, pois na˜o sera´ utilizado o modelo par simular materiais que
possuam transpareˆncia) e o vetor normal da macro-geometria (h), que nos pontos ativos,
os que contribuem com o valor final da BRDF, sa˜o iguais ao vetor normal da microface
da micro-geometria (m). Em [7], propo˜e-se uma aproximac¸a˜o das equac¸o˜es de Fresnel,
chamada de aproximac¸a˜o de Schlick, dada por:






, onde η1 e η2 sa˜o os ı´ndices de refrac¸a˜o dos dois meios.
Ambas sa˜o maneiras distintas e via´veis de calcular a reflectaˆncia de Fresnel. Fica
a cargo do programador escolher qualquer uma das equac¸o˜es para calcular a reflectaˆncia
Fresnel, uma vez que, como exposto em [7], quando comparados, os seus resultados sa˜o
geralmente bem aproximados.
A luz se reflete na superf´ıcie das microfaces, pore´m a reflectaˆnia Fresnel, ou a apro-
ximac¸a˜o de Schlick retornam apenas uma informac¸a˜o de quantidade de energia refletida,
pore´m na˜o informa uma direc¸a˜o de reflexa˜o. Num espelho perfeito, absolutamente toda
contribuic¸a˜o de energia e´ refletida na direc¸a˜o de reflexa˜o, conforme exposto na figura. A
equac¸a˜o que retorna a direc¸a˜o de reflexa˜o, em [16], e´ dada por:
ωo = ωi − 2(ωi ·N )N (33)
O denominador da equac¸a˜o 28, 4(N ·ωi)(N ·ωo), e´ um fator de correc¸a˜o com relac¸a˜o
aos valores que sa˜o transformados das microfaces que compo˜em a micro-geometria, sobre
toda a macro-geometria. Este fator na˜o garante a inexisteˆncia de valores negativos, para
isto, para manter o resultado da BRDF sempre positiva, geralmente e´ utilizado custosas
func¸o˜es como clamp, que normaliza o valor entre zero e um (maiores que zero, ou menor
igual a 1, uma vez que estritamente zero tambe´m deve ser evitado no denominador,
evitando incoereˆncias matema´ticas), ou aplica-se um mo´dulo para preservar o valor sempre
positivo, e em seguida, para evitar ao ma´ximo que o valor do produto seja zero, soma-
se um valor infinitamente pequeno. Como o modelo de Cook-Torrance e´ muito custoso,
devido o tamanho das equac¸o˜es utilizadas no modelo, e´ interessante procurar maneiras
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de simplificar o ca´lculo, reduzindo as equac¸o˜es atrave´s de simplificac¸o˜es ou aproximac¸o˜es
como a de Schilick [23]. Para resolver isto, e´ proposto uma simplificac¸a˜o da equac¸a˜o 28,
utilizando a seguinte aproximac¸a˜o matema´tica encontrada em [23], como tambe´m em [32],
que consiste em aproveitar a relac¸a˜o expressa na equac¸a˜o 34, chegando na aproximac¸a˜o
da equac¸a˜o de cook-torrance, demonstrada na equac¸a˜o 36.
G(ωi,ωo,h)
(N · ωi)(N · ωo) ≈
1
(ωi · h) (34)
frCook−Torrance(x,ωi,ωo) =
F (ωi,h)G(ωi,ωo,h)D(h)
4(N · ωi)(N · ωo) ≈
F (ωi,h)D(h)
4(ωi · h) (35)
A aproximac¸a˜o de Monte Carlo para a equac¸a˜o de rendering, utilizando o modelo
de cook torrance, e´ descrita da seguinte forma:




frCook−Torrance(x,ωi,ωo)Li(x,ωi) cos θi dωi
p(x)
, (36)
onde a frCook−Torrance esta´ descrita na equac¸a˜o 28 e p(x) = 12pi , chegando no seguinte
resultado:




F (ωi, h)G(ωi, ωo, h)D(h)




de onde cabe ao programador escolher que func¸a˜o utilizar para F (ωi,h), G(ωi,ωo,h) e
D(h) dentre as equac¸o˜es que foram apresentadas, a depender da aplicac¸a˜o e da aplicabi-
lidade da equac¸a˜o e seu reflexo no desempenho do sistema como um todo.
3.2 Amostragem e ca´lculo das direc¸o˜es de reflexa˜o.
Todas as BRDFs recebem como paraˆmetros duas direc¸o˜es, sendo uma delas a
direc¸a˜o de reflexa˜o que e´ calculada a partir da amostragem. A amostragem uniforme
calcula a direc¸a˜o de reflexa˜o em um ponto x em qualquer direc¸a˜o poss´ıvel, com igual
intensidade, como no so´lido de revoluc¸a˜o demonstrado na figura a seguir:
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Figura 24: Superf´ıcie Ω.
Como explicado antes, para cada tipo de amostragem, existe um valor corres-
pondente da distribuic¸a˜o de probabilidade do aproximador Monte Carlo. No caso da
distribuic¸a˜o uniforme, a distribuic¸a˜o de probabilidade do aproximador p(x) e´ igual a 1
2pi
,
devido o formato do so´lido Ω que representa todas as poss´ıveis direc¸o˜es de reflexa˜o que
podem ser sorteadas nesse tipo de amostragem, conforme a figura 24. Nas sesso˜es anteri-
ores, foram abordadas as equac¸o˜es do aproximador Monte Carlo com as equac¸o˜es de cada
BRDF, assumindo que a amostragem e´ a mesma (uniforme) e, portanto, p(x) = 1
2pi
.
A direc¸a˜o amostrada no sistema local da superf´ıcie, esta´ representada pela seta
preta que cruza a a´rea projetada diferencial (em verde) no esferorradiano da figura.
Como dito anteriormente, nem todas as BRDFs distribuem raios em todas as direc¸o˜es
uniformemente, como o modelo difuso de Lambert, isso quer dizer que, dependendo da
BRDF, utilizando-se da amostragem uniforme, talvez, a direc¸a˜o sorteada aleatoriamente
fac¸a com que a BRDF retorne o valor zero, porque a BRDF escolhida possui muito pouco
ou nenhuma radiaˆncia refletida naquela direc¸a˜o. Existem tecnicas de amostragem por
importaˆncia, que otimiza as direc¸o˜es calculadas na amostragem, a fim de que a direc¸a˜o
retorne algum valor maior do que zero, melhorando a qualidade das amostras. Para




Para construir todo o pipeline de s´ıntese de imagem, utilizando o algor´ıtmo do
Path Tracing, e construir a versa˜o final do renderer utilizado nos testes, foi necessa´rio
escolher, dentre as diversas opc¸o˜es, um me´todo de fazer as operac¸o˜es aritme´ticas inerentes
ao algor´ıtmo de modo que consumisse o mı´nimo de tempo de execuc¸a˜o na GPU poss´ıvel.
Esta sessa˜o visa comprovar a validade e a aceitabilidade dos me´todos utilizados, de modo
a garantir a corretude da implementac¸a˜o do algor´ıtmo e sua medida de performance,
demonstrando a importaˆncia e a validade deste trabalho como um todo.
4.1 Programac¸a˜o na GPU
Como dito antes, Matthew Scarpino [36], no primeiro cap´ıtulo, traz uma discussa˜o
do quanto a GPU (Unidade de processamento gra´fico) aprimorou a performance das
aplicac¸o˜es, mas tambe´m, neste mesmo cap´ıtulo, ele cita duas linguagens de programac¸a˜o
das unidades de processamento das placas gra´ficas, o CUDA e o OpenCL (O download
do CUDA e do OpenCL, e suas respectivas documentac¸o˜es, encontram-se em [47] e [49]).
A GPU por ter uma arquitetura diferente da CPU, com mais unidades de processamento,
com memo´ria local para cada unidade e oferecer, em Hardware, suporte para instruc¸o˜es
vetoriais, processamento paralelo de dados, leitura e escrita ra´pidas de buffers de dados,
resumindo, suporte para pipeline gra´fico em sua totalidade, torna-se uma excelente opc¸a˜o
para a programac¸a˜o de qualquer pipeline gra´fico, por favorecer pra´ticas de programac¸a˜o
paralela e por suportar todas as operac¸o˜es alge´bricas ba´sicas entre vetores e operac¸o˜es
aritme´ticas entre vetores no geral. No mesmo cap´ıtulo, o autor compara as duas lingua´gens
acima citadas, e elege o OpenCL como a melhor opc¸a˜o, devido a sua compatibilidade
com os diversos modelos e fabricantes de placas gra´ficas, enquanto o cuda e´ compat´ıvel
apenas com as placas da NVIDIA. Em concordaˆncia com os argumentos explorados em
[36], o Renderer e o Profiling (medida de performance) do trabalho aqui descrito, foi
implementado na linguagem C/C++ e OpenCL.
No mesmo livro, o autor explica que ao mesmo tempo que se realiza a soma de uma
varia´vel do tipo float com outra varia´vel do mesmo tipo, se realiza a mesma operac¸a˜o entre
duas varia´veis do tipo float3 (Tipo de dado do OpenCL que nada mais e´ do que um vetor
de treˆs floats), que podem ser utilizadas como as direc¸o˜es dos raios que percorrem a cena
do algor´ıtmo do Path Tracing, por exemplo (as instruc¸o˜es vetoriais). Nos cap´ıtulos mais
adiante, o autor tra´s tambe´m uma explicac¸a˜o dos tipos de dados que regem o funciona-
mento da GPU atrave´s desta linguagem, como o Host, o programa na CPU, como C/C++,
gerencia a GPU. Estas estruturas sa˜o chamadas de plataformas, dispositivos, contextos,
programas, kernels e filas de comando. Atrave´s destas estruturas, o programador tem a
capacidade de utilizar das unidades de computac¸a˜o e seus respactivos work-items para
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fazer um trabalho equivalente a lac¸os de repetic¸a˜o, capazes de varrer um buffer de re-
soluc¸a˜o de tela, simultaneamente, num mesmo ciclo de relo´gio, reduzindo o tempo do
processamento dos dados em comparac¸a˜o com as aplicac¸a˜o em execuc¸a˜o na CPU, exe-
cutadas proceduralmente, ou mesmo comparando com os processamentos paralelos feitos
em CPU, devido o maior nu´mero de nu´cleos de processamento e uma arquitetura mais
favora´vel ao paralelismo. Para infomac¸o˜es mais detalhadas sobre a linguagem OpenCL e
seu uso para gerenciar os recursos do hardware da GPU, verificar [48].
4.2 Mitsuba-Renderer e Octave
Por ser um algoritmo probabil´ıstico e envolver ca´lculo nume´rico nas diversas apro-
ximac¸o˜es, torna-se dif´ıcil de avaliar a corretude do resultado final de qualquer renderizador
que fac¸a uso deste me´todo de s´ıntese de imagem sem compara´-lo com algum resultado,
utilizando os mesmos paraˆmetros com o objetivo de chegar aos mesmos resultados. Inde-
pendente do brilho da imagem e dos modelos das cenas parecerem corretos a` primeira vista
a olho nu´, na˜o e´ prudente julgar a plausabilidade e a corretude do algor´ıtmo apenas pela
apareˆncia do resultado final. Para avaliar a corretude da implementac¸a˜o do integrador
Monte Carlo, do Path Tracing e, principalmente, dos modelos implementados no Renderer
utilizado do nosso estudo, foi utilizado o Mitsuba Renderer, que e´ um renderizador difun-
dido na computac¸a˜o gra´fica e contempla uma variedade de materiais implementados e
dispon´ıveis para testes. Geradas as imagens nos dois renderizadores (o desenvolvido para
gerar os testes do presente estudo e do Mitsuba), se extrai informac¸a˜o de alguns pixels
no sistema de cor RGB (vermelho, verde e azul) e faz-se uma comparac¸a˜o dos gra´ficos
obtidos com essas informac¸o˜es no Octave, que e´ amplamente utilizado na computac¸a˜o
para avaliac¸a˜o de dados e comparac¸o˜es de sinais na computac¸a˜o como um todo.
4.3 Profiling
Existem diversas maneiras diferentes de medir performance das equac¸o˜es de BRDF
no contexto do algor´ıtmo escolhido. Para cada fabricante de GPU, existem profilers a`
disposic¸a˜o para medir tempo de execuc¸a˜o das aplicac¸o˜es executadas na mesma, a exemplo
do Intel R© Graphics Performance Analyzers, que e´ compat´ıvel com a placa gra´fica utilizada
nos testes. Pore´m, como sera´ explicado no cap´ıtulo a seguir, o OpenCL ja´ oferece suporte
a profiling e oferece uma medida de performance na˜o so´ da aplicac¸a˜o como um todo
(uma vez que o profiling e´ programa´vel, dando ao programador maior controle do que
esta´ sendo calculado), envolvendo no ca´lculo do tempo na˜o somente as operac¸o˜es dos
modelos de BRDF, mas de todas as chamadas recursivas e calculos aritme´ticos inerentes
do algor´ıtmo em si. Como o nosso trabalho visa comparar a performance de cada func¸a˜o
de BRDF e o suporte do OpenCL a` medida de performance dos kernels (que sa˜o as
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func¸o˜es executadas nas unidades de processamento das placas gra´ficas, no escopo desta
linguagem), a soluc¸a˜o mais simples foi utilizar o profiler pro´prio da linguagem a fim de
reduzir ru´ıdo da medida de performance e excluir do ca´lculo do tempo as outras operac¸o˜es
que na˜o sa˜o relacionadas a cada modelo de material isoladamente (como o tempo de lanc¸ar
os raios em cada pixel), como sera´ mais detalhado na sessa˜o a seguir.
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5 APRESENTAC¸A˜O E ANA´LISE DOS RESULTADOS
Esta sessa˜o esta´ subdividida em duas partes, a primeira trata da validac¸a˜o dos
modelos implementados e a segunda da avaliac¸a˜o da performance dos mesmos modelos,
fazendo uma discussa˜o de custo-benef´ıcio entre os modelos de brilho especular e os modelos
de brilho difuso. Esta discussa˜o e´ muito relevante, uma vez que o algor´ıtmo do Path
Tracing exige alto custo computacional e a escolha de um modelo a ser implementado
pode tornar-se dif´ıcil e custar tempo para implementar, testar e escolher. Esta sessa˜o
visa concluir nosso trabalho com esta discussa˜o, a fim de oferecer ao leitor um guia
de qual modelo especular e qual modelo difuso deve ser implementado, conforme o que
importar mais numa situac¸a˜o de conflito de escolha: performance ou Realismo das imagens
sintetizadas.
5.1 Validac¸a˜o dos Modelos de BRDF
E´ importante relembrar que o me´todo de s´ıntese de imagem escolhido no nosso
estudo e´ probabil´ıstico, isto quer dizer que por mais que todos os testes sejam realizados
na mesma cena, nas mesmas condic¸o˜es e mesmos materiais, podem (e muito provavel-
mente va˜o) ocorrer ru´ıdos de maneiras diferentes a cada teste, mas tambe´m e´ um me´todo
nume´rico de resolver equac¸o˜es integrais que corrige seu erro a medida que o nu´mero de
amostras vai aumentando, fazendo com que, com o tempo, o erro inserido aleatoriamente,
va´ deixando de importar para a me´dia. Assim, o resultado final, conforme se verificara´
nos testes adiante, ou seja, como explicado em [43], e´ um me´todo que converge para
um valor “o´timo”a medida que o tempo passa. Este ideal de valor o´timo e´ indefin´ıvel e
inating´ıvel, pois, para ating´ı-lo se faz necessa´rias infinitas amostras. Pore´m, as imagens
utilizadas para os testes foram recolhidas com um nu´mero considera´vel de amostras (o
nu´mero de amostras e´ informado na sessa˜o de cada teste), a fim de reduzir o erro e o
ru´ıdo o ma´ximo poss´ıvel comparando-as com o resultado de outro renderer conhecido e
aceito na computac¸a˜o gra´fica, como dito em [35].
Para realizar a comparac¸a˜o pixel a pixel, e´ necessa´rio configurar os dois rende-
rizadores para que eles possam gerar exatamente os mesmos resultados, utilizando os
mesmos paraˆmetros para que na˜o haja distinc¸a˜o das imagens geradas pelos dois rende-
rizadores. Com a especificac¸a˜o do integrador (Path Tracing) e seu nu´mero de recurso˜es
por raio, tipo de caˆmera, perspectiva ou ortogonal, posic¸a˜o da caˆmera, gra´u de abertura
da caˆmera perspectiva (“fov”no script xml), as constantes difusas e de emissa˜o de luz dos
objetos emissivos, com estes mesmos valores em quaisquer dois renderizadores, utilizando
o mesmo ca´lculo de amostragem dos raios, que utilize o mesmo integrador e o mesmo
tipo de caˆmera e a mesma BRDF implementada, devem gerar resultados praticamente
ideˆnticos.
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Durante a etapa da validac¸a˜o, sera˜o renderizadas em cada renderer duas imagens
de mesmo tamanho (de resoluc¸a˜o 512x512 pixels), nas mesmas configurac¸o˜es: todas com
a condic¸a˜o de parada das chamadas recursivas do algor´ıtmo constante igual a 5 chamadas
dos raios secunda´rios, utilizam de amostragem direta da luz, assim como no Mitsuba [45],
e para conferir o a semelhanc¸a visual dos resultados gerados, sera˜o comparadas as imagens
sintetizadas pelos dois renderizadores no Octave, afim de analizar cada faixa do sistema
de cor RGB de cada pixel de uma linha coletada para amostra dentre as 512 poss´ıveis.
Como sa˜o imagens de resoluc¸a˜o 512x512, seriam necessa´rios 512 gra´ficos para analisar a
figura toda, ou um gra´fico 3D, mas para aprimorar a visibilidade dos dados coletados,
e´ conveniente que seja apenas uma linha, porque geram comparac¸o˜es mais vis´ıveis e de
melhor qualidade. Os gra´ficos gerados pelo matlab desta sessa˜o, tera˜o dois eixos: O eixo
horizontal sera˜o os pixels da linha escolhida para ser amostrada (que sera´ especificada
nas legendas dos gra´ficos), variando de zero ate´ um e o eixo vertical representara´ a me´dia
das radiaˆncias que atingiram aquele pixel amostrado, sendo sempre positiva. A u´nica
coisa que sera´ diferente entre os modelos, e´ o nu´mero de amostras (quantos raios sera˜o
disparados) utilizadas por pixels, que sera´ especificado nas legendas de cada teste, e que
os materiais difusos foram amostrados com amostragem uniforme, o que e´ mais adequado
para o modelo de Lambert, o que tambe´m na˜o e´ grande preju´ızo para o modelo de Oren-
Nayar com fator de rugosidade igual a zero, enquanto os materiais especulares, sera˜o
utilizadas amostragens por importaˆncia dos raios secunda´rios, para que sejam necessa´rias
menos amostras por pixel para atingir o valor esperado (o que e´ um problema para os
modelos especulares).
Validac¸a˜o da BRDF de Lambert
Utilizando a cena intitulada Cornell Box, utilizada em [9] para testar materiais
difusos, foi feita uma comparac¸a˜o da mesma cena no Mitsuba Renderer e no Renderer
desenvolvido no nosso estudo, ambas com todos os materiais difusos de Lambert e 512
amostras por pixel. Nestas configurac¸o˜es, foram obtidos os resultados das figuras 25 e 26.
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(a) (b) (c)
Figura 25: Imagem renderizada no Mitsuba (a), imagem sintetizada no ren-




Figura 26: Imagem renderizada no Mitsuba (a) e seu respectivo gra´fico ge-
rado no Octave (b), utilizando amostras de radiaˆncia dos pixels da linha 400,
destacados em (a) na cor branca. Imagem sintatizada pelo renderizador de-
senvolvido na presente pesquisa (c) e seu respectivo gra´fico (d) amostrado na
linha 400, destacado em (c) na cor branca. Nas imagens (a) e (c) foi utilizado
apenas o modelo de Lambert.
Estas amostras de pixel da linha 400 foram exibidas nas treˆs faixas de cor do sistema
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RGB, separadas, cada faixa representada em sua cor. Com estes testes e a semelhanc¸a
dos gra´ficos das sa´ıdas do mitusba renderer e do renderizador utilizado no nosso estudo,
no Octave, podemos verificar o bom funcionamento do integrador, da caˆmera e do modelo
difuso de Lambert do renderer desenvolvido para os testes, em comparac¸a˜o com o Mitsuba.
Validac¸a˜o da BRDF de Oren-Nayar
Do mesmo modo, a seguir, encontram-se os mesmos testes, nas mesmas condic¸o˜es
dos testes do modelo de Lambert, pore´m com o modelo de Oren-Nayar. Com a finalidade
de assegurar maior semelhanc¸a entre os modelos para compara´-los nos dois renderizadores,
foi utilizado a constante de rugosidade do modelo de Oren-Nayar igual a zero (porque em
[45] e´ assegurado que os modelos nestas condic¸o˜es, geram resultados ideˆnticos, tornando
isto uma boa forma de avaliar a validade dos modelos). Apenas modificando os paraˆmetros
do material, no xml do Mitsuba e no nosso renderer, para simular a BRDF difusa de Oren-
Nayar. Com isto, foram obtidos os resultados da figura 27 e as comparac¸o˜es dos resultados
no Octave mais adiante, na figura 28.
(a) (b) (c)
Figura 27: Imagem renderizada no Mitsuba (a), no renderizador da presente




Figura 28: Imagem renderizada no Mitsuba (a) e seu respectivo gra´fico ge-
rado no Octave (b), utilizando amostras de radiaˆncia dos pixels da linha 400,
destacados em (a) na cor branca. Imagem sintatizada pelo renderizador de-
senvolvido na presente pesquisa (c) e seu respectivo gra´fico (d) amostrado na
linha 400, destacado em (c) na cor branca. Nas imagens (a) e (c) foi utilizado
apenas o modelo de Oren-Nayar (com as mesmas configurac¸o˜es de amostras
por pixels, profundidade da recursa˜o e resuluc¸a˜o das imagens dos testes do
modelo de Lambert).
Como podemos observar, os resultados para o modelo de Oren-Nayar sa˜o prati-
camente ideˆnticos aos resultados obtidos no modelo de Lambert, efeito previsto para os
pontos da superf´ıcie de materiais difusos, descritos pela equac¸a˜o aproximada do modelo,
tal como descrito em 21, utilizando o termo de rugosidade igual a zero.
Para concluir a validac¸a˜o do modelo de Oren-Nayar, a seguir, se encontra uma
comparac¸a˜o entre os modelos de Lambert e o modelo de Oren-Nayar, no renderer de-
senvolvido neste estudo e no Mitsuba, como em [26], de onde foi retirada a equac¸a˜o do
modelo implementado nos resultados deste estudo.
60
Figura 29: Comparac¸a˜o gra´fica dos modelos de Lambert e de Oren-Nayar
em cena de um cilindro no Mitsuba, com luz retaˆngular posicionada atra´s da
caˆmera (imagens produzidas com 16 amostras por pixel).
Figura 30: Comparac¸a˜o gra´fica dos modelos de Lambert e de Oren-Nayar em
cena de um cilindro no renderer nas mesmas condic¸o˜es do teste anterior.
Figura 31: Comparac¸a˜o dos dois modelos equivalente a` figura 29 e 30, no otave
(amostras coletadas na linha 400).
Na figura 31, podemos observar os gra´ficos da linha 400 em escala de cinza do
lado esquerdo, comparando as duas imgagens do Mitsuba, que encontram-se expostas na
figura 29, em seguida, do lado direito da figura 31, encontra-se a ana´lise das amostras
coletadas das imagens obtidas no renderizador desenvolvido para este estudo, encontradas
na figura 30. Estes gra´ficos Comprovam que os resultados sa˜o literalmente identicos e os
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gra´ficos, em escala de cinza das imagens, sobrepo˜e um ao outro (o modelo de Lambert e
o modelo de oren-nayar nos dois renderizadores). Este resultado e´ o esperado, uma vez
que a equac¸a˜o da aproximac¸a˜o de Oren-Nayar resulta na equac¸a˜o de Lambert, quando
e´ atribu´ıdo o valor zero a` constante de rugosidade, como se afirma em [45] e, com isto,
conclui-se a validac¸a˜o dos dois primeiros modelos.
A` t´ıtulo de curiosidade, vejamos o que acontece com o modelo difuso de Oren-
Nayar, com alpha igual a 40 graus, com e sem o termo especular.
Figura 32: Comparac¸a˜o do mesmo modelo, nas mesmas condic¸o˜es das figuras
29 e 30, pore´m com constante de rugosidade igual a 40 graus. A` esquerda,
o modelo com a equac¸a˜o proposta neste estudo e a a` direita com a mesma
equac¸a˜o, pore´m, sem descartar alguns termos da aproximac¸a˜o utilizada em
nosso estudo.
Esta variac¸a˜o da equac¸a˜o deste modelo torna-se ineficiente para as aplicac¸o˜es em
tempo real, devido o elevado custo computacional das operac¸o˜es que sa˜o necessa´rias para
simular este brilho, conforme se explica em [26], onde as duas equac¸o˜es que obtem os
resultados das figuras 32 sa˜o apresentadas. Deste modo, a aplicac¸a˜o da equac¸a˜o dos resul-
tados obtidos na figura do lado direito provocam uma queda de performance a` aplicac¸a˜o,
inviabilizando-a na sua integrac¸a˜o no algor´ıtmo nas eplicac¸a˜o em tempo real, apesar de
gerar resultados mais claros, conforme o que se espera do modelo sem aproximac¸a˜o.
Validac¸a˜o da BRDF de Cook-Torrance
Utilizando uma cena semelhante a` Cornell Box, mencionada anteriormente, pore´m
com alguns objetos diferentes, demos continuidade com nosso estudo a fim de testar a
validade da implementac¸a˜o dos modelos com brilho especular.
Como podemos ver na refereˆncia do Mitsuba [45], e´ poss´ıvel estudar a especificac¸a˜o
do material denominado rough conductor, que e´ a BRDF de Cook-Torrance, portador da
propriedade material. Esta propriedade define o ı´ndice de refrac¸a˜o para cada faixa de
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comprimento de onda. Na˜o ha´ outra maneira de passar para o Mitsuba a espeficac¸a˜o do
material sem que seja por palavras, que e´ incompat´ıvel com nosso sistema, nos obrigando
a escolher um tipo de material encontrado na tabela da especificac¸a˜o, nos deixando sem
a possibilidade de setar os valores do ı´ndice de refrac¸a˜o ideˆnticos para cada faixa RGB.
Como na˜o restaram opc¸o˜es, foi necessa´rio escolher um valor aleato´rio para o ı´ndice e,
por tentativa e erro, analisando o gra´fico da faixa RGB para a cena no renderizador
desenvolvido nesta pesquisa e no Mitsuba, a fim de ajustar o ı´ndice de refrac¸a˜o e encontrar
curvas mais semelhantes, seguimos com nossos primeiros testes.
Como os ı´ndices sa˜o em ponto flutuante, e´ muito dif´ıcil chegar no valor final ideˆntico
ao especificado no Mitsuba, porque seria necessa´rio acertar exatamente as casas decimais
dos treˆs ı´ndices, nos deixando com uma maior margem de imprecisa˜o. Ja´ que o valor do
ı´ndice de refrac¸a˜o no nosso renderer e´ representado por uma tupla de treˆs floats, foram
realizados 5 testes ajustando estes treˆs valores, ate´ chegar ao resultado final. A seguir,
encontra-se os gra´ficos de cada faixa (de espectro azul, vermelho e verde) de cada tupla
dos ı´ndices escolhidos ate´ atingir um valor considerado aproximado, a fim de mostrar os
resultados dos ajustes e justificar a diferenc¸a dos dois sinais em alguns pontos, devido a
diferenc¸a dos ı´ndices de refrac¸a˜o, ja´ que os valores do ı´ndice do ouro sa˜o desconhecidos.
Os gra´ficos coloridos, sa˜o as faixas das imagens geradas pelos testes desta pesquisa e,
destacado em preto, as faixas da imagem gerada no Mitsuba, tomada como paraˆmetro
para comparac¸a˜o, estas seis imagens utilizada nos testes, encontram-se na figura a seguir
e os gra´ficos encontrados com cada comparac¸a˜o se encontra mais adiante.
(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
Figura 33: Imagens renderizadas no renderer desenvolvido na presente pes-
quisa e utilizadas para gerar os gra´ficos das figuras 34, 35 e 36
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Estes gra´ficos das figuras 34, 35 e 36 foram esboc¸ados da seguinte forma: A imagem
33(f) da figura 33 e´ a base tomada como refereˆncia para atingir o valor o´timo (gra´fico em
preto nas faixas vermelho, verde e azul, correspondentes aos resultados do modelo nas
treˆs faixas no Mitsuba). As imagens que a antecedem (33(a), 33(b), 33(c), 33(d) e 33(e)),
geradas pelo renderizador desenvolvido na presente pesquisa, foram comparadas uma por
uma, na mesma ordem que foram apresentadas, com o resultado obtido no Mitsuba (33(a))
e os resultados de cada comparac¸a˜o sa˜o exibidos na mesma ordem de apresentac¸a˜o nas
treˆs faixas de cor, do sistema de cor RGB (representadas nos gra´ficos das imagens a seguir
coloridos na cor equivalente a` faixa em questa˜o: vermelho para a faixa vermelha, verde
para a faixa verde e azul para a faixa azul).
Figura 34: Comparac¸a˜o da faixa vermelha da cena no Mitsuba (em preto),
com a faixa vermelha da cena sintetizada pelo renderer produzido no nosso
estudo, ambas amostradas na linha 331, coletadas das imagens da figura 33,
com 1300 amostras por pixel cada.
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Figura 35: Comparac¸a˜o equivalente a` figura 34, para a faixa verde.
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Figura 36: Comparac¸a˜o equivalente a figura 34, para a faixa azul.
Atrave´s deste teste, foi poss´ıvel reduzir o erro, que crescia a` medida que o valor da
cor divergia do valor utilizado no Mitsuba, como foi verificado atrave´s da semelhanc¸a dos
sinais digitais demonstrados nos u´ltimos testes nas figuras acima.
Com o aux´ılio destes testes, obtemos a seguinte imagem final:
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Figura 37: respectivamente, resultado obtido no renderer desenvolvido nesta
pesquisa, no Mitsuba e a diferenc¸a entre os dois resultados.
Considerando a semelhanc¸a visual e gra´fica dos modelos implementados nos dois
renderers, conclu´ımos a validade do modelo de Cook-Torrance implementado no Rende-
rizador desenvolvido para obter os presentes resultados.
A t´ıtulo de curiosidade, como sabemos que existem outras maneiras de calcular
a BRDF de Cook-Torrance, vejamos o que ocorre com o modelo, a ser aplicada a apro-
ximac¸a˜o da equac¸a˜o 35 nas figuras a seguir:
Figura 38: Resultado obtido no renderer desenvolvido na presente pesquisa
(com e sem aproximac¸a˜o da equac¸a˜o 35).
Validac¸a˜o da BRDF de Phong
Como exposto em [45], o modelo de BRDF de Phong tem duas alternativas a
serem utilizadas como semelhantes, para fins de comparac¸a˜o: o plugin do rough conductor
e roughplastic, dependendo do tipo material. Enta˜o, com o objetivo de comparar os
resultados do modelo de Phong e o modelo de Cook-Torrance, escolhemos a mesma cena
do Mitsuba dos testes do modelo de Cook-Torrance, apenas alterando o paraˆmetro do
atributo distribution de beckmann para phong do material da esfera. Note que ainda
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utilizamos a BRDF de Cook-Torrance para avaliar a plausabilidade da BRDF de Phong
em comparac¸a˜o com ela, apenas a func¸a˜o de distribuic¸a˜o das normais que foi alterada,
na tentativa de comparar os modelos especulares. A figura 39, mostra o resultado no
Mitsuba renderer.
Figura 39: Resultado obtido no Mitsuba do modelo de Phong (com 1300
amostras por pixel e amostrado na linha 331, destacada em branco na figura,
como no teste do modelo de Cook-Torrance).
Antes de obter o resultado final, utilizando amostragem por importaˆncia e o fator
de correc¸a˜o da equac¸a˜o 27, obtivemos alguns resultados, este processo sera´ demonstrado
na figura 41.
Figura 40: Resultados obtidos no renderer desenvolvido para esta pesquisa,
do modelo de Phong (as duas primeiras imagens foram geradas com 1200
amostras por pixel e a terceira com 1300 e todas elas foram comparadas no




Figura 41: Resultados obtidos no renderer desenvolvido para esta pesquisa,
do modelo de Phong (as imagens (a) e (b) foram geradas com 1200 amostras
por pixel e (c) com 1300 e todas elas foram comparadas no Octave com as
amostras coletadas pela linha 331, destacadas em branco nas imagens).
A figura 41(a) foi gerada utilizando a equac¸a˜o 25, a figura 41(b) fez uso da equac¸a˜o
24 e a figura 41(c), utilizando a equac¸a˜o 27. De modo semelhante a` validac¸a˜o do modelo
de Cook-Torrance, foi utilizanda a imagem gerada no Mitsuba como refereˆncia (figura 39,
representada pelos gra´ficos gra´ficos em preto, nas figuras a` seguir, para comparar com
as imagens 41(a), 41(b) e 41(c), nesta mesma ordem, representadas pelas cores de cada
faixa, utilizando a linha 331, destacada nas imagens em branco para coletar as amostras
de cada imagem), a seguir, encontram-se os resultados obtidos em cada comparac¸a˜o, nas
treˆs faixas de cor RGB.
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Figura 42: Comparac¸a˜o da faixa vermelha da cena no Mitsuba, utilizando o
modelo de Cook-Torrance e a distribuic¸a˜o de Phong (em preto, nos gra´ficos),
com a faixa vermelha da cena no renderer desenvolvido para a presente pes-
quisa (em vermelho, nos gra´ficos), utilizando o modelo de Phong, ambas amos-
tradas na linha 331.
Figura 43: Comparac¸a˜o da faixa verde da cena no Mitsuba, utilizando o mo-
delo de Cook-Torrance e a distribuic¸a˜o de Phong (em preto, nos gra´ficos),
com a faixa verde da cena no renderer desenvolvido para a presente pesquisa
(em verde, nos gra´ficos), utilizando o modelo de Phong, ambas amostradas na
linha 331.
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Figura 44: Comparac¸a˜o da faixa azul da cena no Mitsuba, utilizando o modelo
de Cook-Torrance e a distribuic¸a˜o de Phong (em preto, nos gra´ficos), com a
faixa azul da cena no no renderer desenvolvido para a presente pesquisa (em
azul, nos gra´ficos), utilizando o modelo de Phong, ambas amostradas na linha
331.
Nas figuras 42, 43 e 44, encontram-se os gra´ficos do Octave para as faixas RGB das
imagens da figura 41 (gra´ficos coloridos de acordo com a faixa de cor em comparac¸a˜o),
com a imagem da figura 39. A imagem a seguir demonstra visualmente, pixel a pixel, a
subtrac¸a˜o das imagens da figura 41 da figura tomada como base para a comparac¸a˜o, gerada
no Mitsuba (imagem da figura 39), a fim de reafirmar a importaˆncia da amostragem por
importaˆncia explicada na sessa˜o de validac¸a˜o do modelo de Oren-Nayar e sua contribuic¸a˜o
para reduc¸a˜o do erro, mas tambe´m demonstrar a importaˆncia do fator de correc¸a˜o do
modelo de Phong, como demonstrado na sessa˜o de apresentac¸a˜o do mesmo modelo neste
trabalho.
Apesar do erro ser maior, este era o valor esperado para a BRDF de Phong, em
comparac¸a˜o a` BRDF de Cook-Torrance, principalemnte por serem modelos diferentes,
mas por simularem materiais de brilho especular, deveriam ter valores bem aproximados,
contudo, a BRDF de Phong na˜o se adequa com perfeic¸a˜o ao comportamento da BRDF de
Cook-Torrance, pelas razo˜es que se explicara˜o imediatamente. Apesar de estar integrado
num algor´ıtmo de s´ıntese de imagem baseado em f´ısica, foi criado para um pipeline de
rasterizac¸a˜o, ale´m de que o fator de correc¸a˜o faz com que a BRDF na˜o seja mais rec´ıproca,
deixando de ser bidirecional e deixa de ser uma BRDF f´ısicamente plaus´ıvel e um modelo
emp´ırico, isto quer dizer que, ela na˜o retorna a mesma quantia de energia que um material
especular f´ısicamente plaus´ıvel deveria, porque na˜o respeita as condic¸o˜es das leis da f´ısica
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Figura 45: Imagens resultantes da subtrac¸a˜o das imagens da figura 41 da
figura 39.
com relac¸a˜o a conservac¸a˜o de energia, pore´m retorna resultados bem aproximados ao
modelo de Cook-Torrance. Ou seja, do ponto de vista este´tico, visual, a BRDF de Phong
chega a resultados interessantes e ligeiramente diferente dos resultados do Cook-Torrance,
mas do ponto de vista f´ısico, cient´ıfico, anal´ıtico, matema´tico, o modelo deixa a desejar,
por na˜o ser um modelo fisicamente plaus´ıvel. Enta˜o, dependendo do objetivo procurado
com a implementac¸a˜o do modelo de Phong, podera´ ser, ou na˜o, uma boa escolha, em
comparac¸a˜o com o modelo de Cook-Torrance e, nos resta, ainda, considerar a performance
dos dois modelos para completar esta ana´lise, como sera´ feito na pro´xima sessa˜o. Quanto
a` aproximac¸a˜o da equac¸a˜o 35 do modelo de Cook-Torrance, foi desconsiderada, visto que
ela alcanc¸a resultados visualmente menos realistas do que o modelo de Phong, que e´ um
modelo emp´ırico.
5.2 Medida de Performance
A placa gra´fica utilizada para os testes e´ a Intel(R) HD Graphics. Como foi expli-
cado anteriormente, as func¸o˜es da biblioteca do OpenCL foram utilizadas para medida de
performance dos kernels, a fim de comparar o desempenho de cada equac¸a˜o dos modelo
de BRDF.
Como a finalidade dos testes e´, exclusivamente, medir o tempo das chamadas das
func¸o˜es das BRDFs, e´ necessa´rio excluir da medida de tempo da execuc¸a˜o dos kernels
tudo que ha´ em comum na sua execuc¸a˜o no contexto do algor´ıtmo: ca´lculo de testes de
intercec¸a˜o com os objetos da cena, a leitura e escrita de dados em buffers, exibic¸a˜o da
imagem na tela, contruc¸a˜o das estruturas de acelerac¸a˜o, etc. Para isto, e´ necessa´rio remo-
ver todo o Renderer, e executar apenas os kernels das BRDFs recebendo como paraˆmetro
apenas as informac¸o˜es necessa´rias para calcular a func¸a˜o de distribuic¸a˜o de reflectaˆncia
bidirecional correspondente a cada modelo. Adiante, encontra-se um esboc¸o do co´digo do
Kernel do modelo difuso de Lambert, a fim de discutir a maneira mais eficiente de medir
72
performance na GPU, no presente estudo.
1 k e r n e l void lambert brd f ( g l o b a l f l o a t ∗ wi ,
2 g l o b a l f l o a t ∗ wo ,
3 g l o b a l f l o a t ∗ f r /∗BRDF∗/
4 g l o b a l f l o a t 3 ∗n/∗normal da s u p e r f i c i e ∗/
5 g l o b a l mate r i a l ∗mtl /∗ cons tante s dos m a t e r i a i s
∗/ ) {
6
7 /∗ Converte v a l o r e s do t ipo de dado f l o a t , para o t ipo de dado bas i co






13 /∗ c a l c u l a i n d i c e s do b u f f e r ob j e c t ∗/
14 i n t j = g e t g l o b a l i d (0 ) ;
15 i n t i = g e t g l o b a l i d (1 ) ;
16
17 //CALCULO DA BRDF DE LAMBERT
18 /∗kd −> constante d i f u s a do mate r i a l ∗/
19 f l o a t 3 f r = ( mtl−>kd ) ∗(1/ M PI F ) ; /∗ rho / p i ∗/
20
21 //ATRIBUI O RESULTADO AO BUFFER OBJECT
22 i n t o f f s e t = i ∗3+ j ∗3∗2D BUFFER RESOLUTION WIDTH;
23 f r [ o f f s e t ] = f r . x ;
24 f r [ o f f s e t +1] = f r . y ;
25 f r [ o f f s e t +2] = f r . z ;
26 }
Para comparar a performance do ca´lculo das BRDFs, o ideal seria preservar apenas
o trecho do ca´lculo de cada BRDF, pore´m o compilador C e do OpenCL conte´m otimiza-
dores (para melhores informac¸o˜es, verificar [10]) que, caso uma variavel na˜o seja utilizada
no desenvolver da aplicac¸a˜o, todo o calculo e´ desconsiderado e o Kernel na˜o chega a ser
executado. Enta˜o, para que o Kernel fosse executado e nenhuma otimizac¸a˜o descartasse
nenhuma operac¸a˜o, era necessa´rio que a BRDF recebesse os valores como paraˆmetro,
processasse os dados e escrevesse o resultado num buffer object que seria utilizado poste-
riormente no Host, por isso, o co´digo do Kernel das BRDFs dos materiais implementados
devem seguir a mesma lo´gica, para que o Kernel seja executado e a medida de performance
seja realmente do ca´lculo integral das BRDFs.
Para melhorar a performance do profiler, uma alterac¸a˜o deste co´digo deve ser
feita. As constantes dos materiais na˜o precisam ser passadas por paraˆmetro, podem fazer
parte das equac¸o˜es, pois a finalidade deste teste na˜o e´ calcular o brilho de um objeto e
renderizar uma imagem, mas de apenas medir o tempo do ca´lculo. Por isso, os valores das
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componentes das direc¸o˜es, da normal, o seu resultado e o valor das constantes e´ irrelevante,
por isso, mantemos, apenas no co´digo do profiler, as constantes como nu´meros fixos. Como
se segue na alterac¸a˜o do trecho de co´digo exibido acima, no trecho de co´digo abaixo:
1 k e r n e l void lambert brd f ( g l o b a l f l o a t ∗ wi ,
2 g l o b a l f l o a t ∗ wo ,
3 g l o b a l f l o a t ∗ f r /∗BRDF∗/
4 g l o b a l f l o a t 3 ∗n/∗normal da s u p e r f i c i e ∗/ ) {
5
6 /∗ Converte v a l o r e s do t ipo de dado f l o a t , para o t ipo de dado bas i co






12 /∗ c a l c u l a i n d i c e s do b u f f e r ob j e c t ∗/
13 i n t j = g e t g l o b a l i d (0 ) ;
14 i n t i = g e t g l o b a l i d (1 ) ;
15
16 //CALCULO DA BRDF DE LAMBERT
17
18 f l o a t 3 f r = ( f l o a t 3 ) ( 0 . 7 f , 0 . 7 f , 0 . 7 f ) ∗(1/ M PI F ) ; /∗ rho/ p i ∗/
19
20 //ATRIBUI O RESULTADO AO BUFFER OBJECT
21 i n t o f f s e t = i ∗3+ j ∗3∗2D BUFFER RESOLUTION WIDTH;
22 f r [ o f f s e t ] = f r . x ;
23 f r [ o f f s e t +1] = f r . y ;
24 f r [ o f f s e t +2] = f r . z ;
25 }
Repetindo o mesmo Kernel para os treˆs outros modelos, modificando apenas a
reflectaˆncia (fr). Para o modelo de Lambert, fr e´ descrita pela equac¸a˜o 16, para o modelo
de Oren-Nayar e´ descrita pela equac¸a˜o 21, para o modelo de Phong, a equac¸a˜o 26 e, para
o modelo de Cook-Torrance, e´ descrita pela equac¸a˜o 28 (todas devidamente validadas na
sessa˜o anterior). A equac¸a˜o da reflectaˆncia do modelo de Cook-Torrance, como visto na
sessa˜o onde foi explicado como esta BRDF e´ representada no contexto do Path Tracing,
pode ser implementada de diversas maneiras diferentes, porque os termos da func¸a˜o de
reflectaˆncia podem ser calculados de maneiras diferentes. No renderer e no no profiler da
presente pesquisa foi implementada a equac¸a˜o de Cook-Torrance com a aproximac¸a˜o de
Schilick (termo F) e a distribuic¸a˜o de vetores normais das microssuper´ıcies (termo D) de
Beckmann.
Estes Kernels foram executados na placa gra´fica Intel(R) HD Graphics, em que o
nu´mero ma´ximo de work-items por work-group e´ 256. Esta placa possui 12 compute units,
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que executa um work-group por vez. Isto quer dizer que e´ poss´ıvel serem executados, no
ma´ximo, 12x256 pixels num so´ ciclo de clock. Para maiores informac¸o˜es de como obter
estas informac¸o˜es da placa de v´ıdeo atrave´s do OpenCL, consultar [47] e [48].
Para utilizar o ma´ximo de unidades de processamento paralelo da GPU, para exe-
cutar simultaneamente os Kernels e medir seu tempo, no Host foram alocados 12x256x4
bytes para o buffer object em que os dados de sa´ıda seriam escritos. Dessa forma, um Ker-
nel na˜o interrompe a escrita na mesma regia˜o de memo´ria de um outro, fazendo com que
sejam executados simultaˆneamente e ininterruptamente, garantindo atomicidade do buffer
object na memo´ria na GPU. Para maiores informac¸o˜es em como funciona particionamento
de dados, gerenciando os work-items, verificar [19].
Disparando os 12 work-groups, com 256 work-items cada (um total de 3072 work-
items operando em paralelo, cada um processando uma co´pia do Kernel), na placa Intel(R)
HD Graphics, obtivemos as medidas de performance conforme a tabela 1.
Tabela 1: Profiling (em milissegundos) dos modelos de BRDF no rende-
rer. Respectivamente, Lambert, Oren-Nayar, Phong e Cook-Torrance Com
12 Work-groups de 256 Work-items).




11.354 ms 37.135 ms 31.667 ms 33.437 ms
Tempo
me´dio
12.275 ms 39.419 ms 34.239 ms 36.582 ms
Tempo
ma´ximo
50.052 ms 90.833 ms 103.384 ms 112.187 ms
A medida de tempo na GPU e´ contada a partir de um temporizador que, no
nosso caso, decorrem 52 nanossegundos para alterar o valor do temporizador. Ale´m dessa
margem de erro de 52 nanossegundos, a medida de tempo pode ser ruidosa, por algum
problema no Hardware. Para evitar este tipo de problema, nosso profiler dispara os 12
work-groups num lac¸o de 2000 repetic¸o˜es, exibe o tempo ma´ximo, o tempo mı´nimo e
calcula a me´dia dessas medidas de tempo a fim de aumentar a precisa˜o dessa medida para
os kernels de cada tipo de material.
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Tempo ma´ximo Tempo me´dio Tempo mı´nimo
Figura 46: Histograma do Profiling dos 4 modelos implementados (1-Lambert
2-Oren-Nayar 3-Phong 4-Cook-Torrance).
Com estes dados, podemos observar que, em me´dia, o modelo de Phong e´ apenas
2.343 ms mais ra´pido do que o modelo de Cook-Torrance e o modelo de Lambert e´ 27.144
ms mais ra´pido do que o modelo de Oren-Nayar. Como o desvio padra˜o do tempo ma´ximo
ficou muito alto para os quatro modelos neste teste, foram feitos dois ultimos testes (o
primeiro, utilizando metade das unidades de processamento de processamento paralelo da
placa gra´fica dispon´ıveis, com 6 work-groups, composto por 256 work-items cada (um total
de 1536 work-items operando em paralelo, cada um processando uma co´pia do Kernel), e
o segundo, utilizando o mı´nimo de unidades de processamento paralelo da placa gra´fica,
com apenas um work-group com 256 work-items), a fim de verificar se o tempo me´dio e´
pelo menos aproximado, verificando a precisa˜o dos resultados, com base em outros testes.
Como explicado antes, a seguir, encontram-se os resultados, primeiro, do teste com
6 work-groups, composto por 256 work-items cada, conforme a tabela e o gra´fico a seguir.
Nestes testes, em me´dia, o modelo de Oren-Nayar foi 22.336 ms mais lento do que
o modelo de Lambert e o modelo de Cook-Torrance 0.903 ms mais lento do que o modelo
de Phong. Para facilitar a visualizac¸a˜o dos dados obtidos com estes testes, verificar a
figura 47.
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Tabela 2: Profiling (em milissegundos) dos modelos de BRDF no rende-
rer. Respectivamente, Lambert, Oren-Nayar, Phong e Cook-Torrance Com
6 Work-groups de 256 Work-items).




8.594 ms 29.426 ms 26.666 ms 27.240 ms
Tempo
me´dio
10.900 ms 33.239 ms 28.855 ms 29.758 ms
Tempo
ma´ximo
39.426 ms 71.093 ms 64.583 ms 69.063 ms












Tempo ma´ximo Tempo me´dio Tempo mı´nimo
Figura 47: Histograma do Profiling dos 4 modelos implementados (1-Lambert
2-Oren-Nayar 3-Phong 4-Cook-Torrance).
Seguindo com os mesmos testes, com o mı´nimo de work-items e work-groups su-
portada pela placa utilizada nos testes (1 work-group, composto por um work-item, foram
encontrados os resultados das imagens da figura 3.
Nestes testes, em me´dia, o modelo de Oren-Nayar foi 21.199 ms mais lento do que
o modelo de Lambert e o modelo de Cook-Torrance 1.276 ms mais lento do que o modelo
de Phong. Para facilitar a visualizac¸a˜o dos dados obtidos com estes testes, verificar na
figura 48.
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Tabela 3: Profiling (em milissegundos) dos modelos de BRDF no rende-
rer. Respectivamente, Lambert, Oren-Nayar, Phong e Cook-Torrance Com
1 Work-group de 256 Work-items).




5.312 ms 24.791 ms 22.968 ms 22.604 ms
Tempo
me´dio
5.950 ms 27.149 ms 24.648 ms 25.924 ms
Tempo
ma´ximo
37.187 ms 68.593 ms 82.864 ms 57.135 ms













Tempo ma´ximo Tempo me´dio Tempo mı´nimo
Figura 48: Histograma do Profiling dos 4 modelos implementados (1-Lambert
2-Oren-Nayar 3-Phong 4-Cook-Torrance).
Como observa-se que o desvio padra˜o permanece sendo elevado para os valores
de tempo ma´ximo nos treˆs testes, resta-nos apenas, fazer uma pequena ana´lise desses
gra´ficos, considerando unicamente os tempos me´dios dos treˆs testes (Lembrando que o
primeiro teste foi feito com 12 work-groups, o segundo com 6 e o terceiro teste com 1,
todos os treˆs testes foram feitos com work-groups compostos por 256 work-items). Para
isto, observemos o gra´fico da figura 49.
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1o teste 2o teste 3o teste
Figura 49: Histograma do Profiling dos 4 modelos implementados (1-Lambert
2-Oren-Nayar 3-Phong 4-Cook-Torrance).
Este gra´fico exibe o que acontece com as me´dias de tempo de processamento para
os quatro modelos, a medida que se varia a quantidade de unidades de processamento.
As colunas em azul, sa˜o os tempos me´dios utilizando o ma´ximo de recursos que da˜o
suporte ao paralelismo da GPU, correspodentes ao tempo me´dio dos modelos do primeiro
teste. Nas colunas em vermelho, o tempo me´dio dos testes utilizando metade do poder de
processamento paralelo da GPU, correspondentes ao tempo me´dio dos modelos do segundo
teste e, por fim, em marrom, equivalentes ao tempo me´dio dos modelos no terceiro teste.
A medida que a quantidade de unidades crescem, o tempo me´dio cresce quase que numa
proporc¸a˜o constante.
Com estes testes, pode ser verificado que, mesmo modificando a quantidade de
unidades de processamento, a diferenc¸a de tempo entre os modelos difusos sa˜o mais sig-
nificantes do que a diferenc¸a de tempo entre os modelos especulares, que tem sua medida
de performance em milissegundos sempre muito aproximadas.
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6 CONCLUSO˜ES E TRABALHOS FUTUROS
E´ relevante analisar a diferenc¸a de tempo entre os modelos, mesmo que esta dife-
renc¸a, por ser muito pequena (menos de meia centena de milissegundos), possa parecer
desconsidera´vel. Mas, dentro do contexto do Path Tracing na GPU, essa diferenc¸a pode
vir a reduzir consideravelmente a performance da aplicac¸a˜o, por exemplo, considerando
um renderer de resoluc¸a˜o 512x512, com 16 amostras por pixel, 5 chamadas recursivas
(grau de profundidade constante igual a 5 de recursa˜o) e tendo conscieˆncia que cada
amostra de cada pixel e´ executada por um work-item do integrador e que cada chamada
recursiva ira´ executar o ca´lculo da BRDF correspondente aos kernels do profiler desen-
volvido nos testes. Ale´m disto, a diferenc¸a de tempo entre os modelos, medida no mesmo
profiler, aparentemente desconsidera´vel, pode se tornar ainda mais relevante se a GPU
da placa gra´fica utilizada para executar o algor´ıtmo tenha um nu´mero de work-groups e
work-items reduzidos. Resumindo: na˜o ha´ uma resposta fixa sobre qual modelo e´ melhor
neste contexto, porque a escolha de qual modelo a implementar e´ relativa e depende de
dois fatores: os recursos utilizados (qual a configurac¸a˜o da GPU utilizada) e tambe´m
depende do que importa mais, a performance ou o realismo da imagem sintetizada pela
aplicac¸a˜o na GPU.
Deste modo, diante dos resultados obtidos nesta pesquisa, e´ poss´ıvel concluir que:
nas situac¸o˜es em que o realismo e´ mais relevante, o melhor modelo difuso a se imple-
mentar e´ o modelo de Oren-Nayar, porque ele simula uma maior diversidade materiais
difusos, uma vez que simula materiais difusos rugosos, ale´m de apenas simular superf´ıcies
perfeitamente polidas (restric¸a˜o do modelo de Lambert, em relac¸a˜o a` Oren-Nayar) e o
melhor modelo especular e´ o de Cook-Torrance, por haver um maior rigor a respeto das
leis de conservac¸a˜o de energia que simulam o transporte de energia e Phong ser um mo-
delo emp´ırico. Mesmo em situac¸o˜es em que na˜o haja tanta preocupac¸a˜o com as leis da
f´ısica e do transporte de energia e seja interessante apenas a este´tica, ou a apareˆncia
visual dos resultados, mesmo sabendo que o modelo de Phong podera´ ser considerado
uma boa aproximac¸a˜o do modelo de Cook-Torrance um pouco menos custoso, o modelo
de Cook-Torrance ainda permanece como a melhor opc¸a˜o, pela mesma raza˜o da situac¸a˜o
de conflito de escolha verificada acima. Ja´ nos casos em que a performance for mais
importante do que a qualidade visual dos resultados dos modelos, como se verificou na
sessa˜o de profiling, o melhor modelo difuso e´ o modelo de Lambert e o melhor modelo
especular e´ o modelo de Cook-Torrance (apesar de ser um modelo especular baseado em
microfaces, com a utilizac¸a˜o da aproximac¸a˜o de Schilick [23], torna-se uma soluc¸a˜o de
custo bem aproximado ao modelo de Phong, que e´ um modelo emp´ırico. Como Cook-
Torrance e´ um modelo baseado em f´ısica, torna-se conveniente utiliza´-lo, ja´ que alcanc¸a
resultados melhores, ao prec¸o de uma diferenc¸a de tempo pequena). Com isso, atingimos
o objetivo principal deste trabalho: oferecer ao leitor uma ana´lise dos modelos e concluir,
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em situac¸o˜es de conflito de escolha, qual o modelo mais interessante de ser implementado
(dentre os que foram apresentados e estudados).
Ale´m disso, este documento contempla, com uma certa Multidisciplinaridade, os
pontos mais importantes que envolvem os materiais no contexto do Path Tracing na GPU,
discutindo assuntos como radiometria e probabilidade, devidamente referenciados com
bibliografias que abordam estes temas no contexto do algoritmo. Tambe´m contempla
os principais modelos de func¸a˜o de distribuic¸a˜o de reflectaˆncia bidirecional utilizados
atualmente e cita outros modelos que na˜o foram discutidos, oferecendo ao leitor uma boa
fonte de estudos e refereˆncias para quem tiver interesse em se aprofundar no algoritmo e
nos modelos e eventualmente implementa´-los, ou para aqueles que esta˜o a` procura do que
ha´ sobre este tema na literatura. Ale´m disso, discute-se tambe´m a performance de cada
modelo que foi apresentado em maior profundidade e comparando os modelos difusos
e especulares entre si, dando ao leitor uma boa ana´lise dos modelos, possibilitando a
discussa˜o da decisa˜o de qual modelo, seja ele difuso ou especular, deve ser implementado,
dentre os modelos citados (ja´ que existem outros modelos difusos e especulares a serem
estudados e implemnentados), a depender da situac¸a˜o.
Este trabalho tambe´m pode originar futuros estudos, como a avaliac¸a˜o de perfor-
mance de alguns modelos que foram citados, que na˜o foram avaliados, como o modelo
difuso de difuso de Opik(modelo emp´ırico difuso, que pode substituir a equac¸a˜o de Oren-
Nayar para simular o brilho da lua em aplicac¸o˜es que na˜o haja tanta relevancia quanto a`
plausabilidade da BRDF), ou o modelo anisotro´pico de Cook-Torrance, como tambe´m a
inclusa˜o de va´rios outros modelos dentro da infinidade de modelos que na˜o foram citados,
como por exemplo alguns dos que foram elencados e classificados em [18]. Ale´m disso,
algumas aproximac¸o˜es e maneiras diferentes de calcular os termos D, F e G da equac¸a˜o de
reflectaˆncia de Cook-Torrance foi apresentada neste estudo, o que tambe´m ocorre com o
modelo de Oren-Nayar. Estas equac¸o˜es podem originar estudos aprofundados semelhan-
tes a este, analisando performance e realismo de cada variac¸a˜o em maior n´ıvel de detalhe,
a fim de investigar a melhor forma de expressar estas equac¸o˜es para renderizadores em
tempo real. Ale´m disso, muito brevemente, foi abordado no presente documento, uma
explicac¸a˜o sobre amostragem por importaˆncia. Uma boa sugesta˜o de trabalho futuro se-
ria analisar a amostragem por importaˆncia, comparar os resultados com a amostragem
uniforme em outros modelos, analisar performance da amostragem, fazendo um trabalho




[1] H. Christensen, Per and Jarosz, Wojciech. Foundations and Trends R© in Com-
puter Graphics and Vision, vol. 10, No. 2, pp 103-175, Outubro, 2016.
[2] Tolkien, John Ronald Reuel O Senhor dos Ane´is: O retorno do rei. Martins
Editora, 2017.
[3] M. Sobol’, Llya. A Primer for the Monte Carlo Method. CRC press, 1994.
[4] Marschner, Steve and Shirley, Peter. Fundamentals of computer graphics,
Fourth Edition. CRC Press, 2015.
[5] Glassner, Andrew S. Principles of Digital Image Synthesis. Elsevier, 2014.
[6] Shirley, Peter and Morley, R Keith. Realistic ray tracing. AK Peters, Ltd., 2008.
[7] Schlick, Christophe. An inexpensive BRDF model for physically-based ren-
dering. Wiley Online Library, 1994.
[8] Lagarde, S and Rousiers, CD. Moving frostbite to physically based rendering.
SIGGRAPH 2014 Conference, Vancouver, 2014.
[9] Goral, Cindy M and Torrance, Kenneth E and Greenberg, Donald P and Battaile,
Bennett. Modeling the interaction of light between diffuse surfaces. ACM
SIGGRAPH computer graphics, ACM, vol. 18, No.3, pp 213-222, 1984.
[10] Grosser, Tobias and Zheng, Hongbin and Aloor, Raghesh and Simbu¨rger, Andreas
and Gro¨ßlinger, Armin and Pouchet, Louis-Noe¨l. Polly-Polyhedral optimization
in LLVM in Proceedings of the First International Workshop on Polyhedral Com-
pilation Techniques (IMPACT), vol. 2011, pp 1, 2011.
[11] Pharr, Matt and Jakob, Wenzel and Humphreys, Greg. Physically based rende-
ring: From theory to implementation. Morgan Kaufmann, 2016.
[12] Walter, Bruce and Drettakis, George and Parker, Steven. Interactive rendering
using the render cache in Rendering techniques’ 99, pp 19-30, 1999.
[13] Bittner, Jiˇr´ı and Hapala, Michal and Havran, Vlastimil. Fast insertion-based opti-
mization of bounding volume hierarchies in Computer Graphics Forum, Wiley
Online Library, vol. 32, No.1, pp 85-100, 2013.
[14] Shirley, Peter and Morley, R Keith and Sloan, Peter-Pike and Wyman, Chris. Basics
of Physically-based Rendering ACM, November, 2012.
[15] Shirley, Peter. Notes on Basic Radiometry and BRDF Models.
82
[16] De Greve, Bram. Reflections and refractions in ray tracing, Retrived Oct, 2006.
[17] Gotanda, Yoshiharu. Designing Reflectance Models for New Consoles ACM,
November, 2012.
[18] Montes Soldado, Rosana and Uren˜a Almagro, Carlos. An Overview of BRDF
Models, 2012.
[19] Tay, Raymond. OpenCL parallel programming development cookbook Packt
Publishing Ltd, 2013.
[20] Lambert, JH. Photometria sive de mensure et gradibus luminis colorum et
umbraEberhard Klett, 1760.
[21] Matusik, Wojciech and Pfister, Hanspeter and Brand, Matt and McMillan, Leonard.
A Data-Driven Reflectance Model in ACM Transactions on Graphics, vol.
22, No. 3, pp 759-769, Julho, 2003.
[22] MERL BRDF Database, 2006. Dispon´ıvel em: <https://www.merl.com/brdf/>.
Acesso em: 24/04/2018.
[23] Hoffman, Naty. Background: physics and math of shading.Physically Based Sha-
ding in Theory and Practice, vol. 24, No. 3, pp 221-223, 2013.
[24] Torrance, Kenneth E and Sparrow, Ephraim M. Theory for off-specular reflec-
tion from roughened surfaces in Josa, Springer, vol. 57, No. 9, pp 1105-1114,
1967.
[25] Walter, Bruce and Marschner, Stephen R and Li, Hongsong and Torrance, Kenneth
E. Microfacet models for refraction through rough surfaces in Proceedings
of the 18th Eurographics conference on Rendering Techniques, Eurographics Associ-
ation, pp 195-206, 2007.
[26] Oren, Michael and Nayar, Shree K. Generalization of Lambert’s reflectance
model in Proceedings of the 21st annual conference on Computer graphics and
interactive techniques, ACM, pp 227-251, 1994.
[27] Oren, Michael and Nayar, Shree K. Generalization of the Lambertian model
and implications for machine vision in International Journal of Computer Vi-
sion, Springer, vol. 14, No. 3, pp 227-251, 1996.
[28] Wolff, Lawrence B and Nayar, Shree K and Oren, Michael. Improved diffuse re-
flection models for computer vision in International Journal of Computer Vision,
ACM, vol. 30, No. 1, pp 55-71, 1998.
83
[29] Phong, Bui Tuong. Illumination for computer generated pictures in Commu-
nications of the ACM, ACM, vol. 18, No. 6, pp 311-317, 1975.
[30] Ashikhmin, Michael and Shirley, Peter. An anisotropic phong BRDF model in
Journal of graphics tools, Taylor & Francis, vol. 5, No. 2, pp 25–32, 2000.
[31] Cook, Robert L and Torrance, Kenneth E. A reflectance model for computer
graphics in ACM Transactions on Graphics (TOG), ACM, vol. 1, No. 1, pp 7-24,
1982.
[32] Kelemen, Csaba and Szirmay-Kalos, Laszlo. A microfacet based coupled
specular-matte BRDF model with importance sampling in Eurographics
Short Presentations, vol. 2, No. 3, pp 4, 2001.
[33] O¨pik, Ernst. Photometric measures on the moon and the earth-shine in
Publications of the Tartu Astrofizica Observatory, vol. 26, 1924.
[34] Shirley, Peter and Wang, Changyaw. Direct lighting calculation by monte carlo
integration in Photorealistic Rendering in Computer Graphics, Springer, pp 52-59,
1994.
[35] Heasly, Benjamin S and Cottaris, Nicolas P and Lichtman, Daniel P and Xiao, Bei
and Brainard, David H. RenderToolbox3: MATLAB tools that facilitate phy-
sically based stimulus rendering for vision research in Journal of Vision, vol.
14, No. 2, pp 6, 2014.
[36] Scarpino, Matthew. OpenCL in action in Manning Shelter Island, 2012.
[37] Hanrahan, Pat and Krueger, Wolfgang. Reflection from layered surfaces due to
subsurface scattering in Proceedings of the 20th annual conference on Computer
graphics and interactive techniques, ACM, pp 165-174, 1993.
[38] Jensen, Henrik Wann and Marschner, Stephen R and Levoy, Marc and Hanrahan,
Pat. A practical model for subsurface light transport in Proceedings of the
28th annual conference on Computer graphics and interactive techniques, ACM, pp
511-518, 2001.
[39] Kajiya, James T. The rendering equation in ACM SIGGRAPH computer
graphics, ACM, vol.20, No.4, pp 143-150, 1986.
[40] Christen, Martin. Ray tracing on GPU in Master’s thesis, Univ. of Applied Sci-
ences Basel (FHBB), vol.19, Jan, 2005.
84
[41] Jacobs, Gabriel and Ip, Barry. Establishing user requirements: incorporating
gamer preferences into interactive games design in Design Studies, Elsevier,
vol.26, no.3, pp 243-255, 2005.
[42] Tsakok, John A. Faster incoherent rays: Multi-BVH ray stream tracing in
Proceedings of the Conference on High Performance Graphics 2009, ACM, vol.26,
no.3, pp 151-158, 2009.
[43] McCool, Michael D. Anisotropic diffusion for Monte Carlo noise reduction
in ACM Transactions on Graphics (TOG), ACM, vol.18, No.2, pp 171-194, 1999.
[44] Joule, James Prescott. XVII. On the effects of magnetism upon the dimen-
sions of iron and steel bars in The London, Edinburgh, and Dublin Philo-
sophical Magazine and Journal of Science, Taylor & Francis, vol.30, pp 76-87,
1847.
[45] Jakob, Wenzel. Pa´gina de download e documentac¸a˜o do Mitsuba Rende-
rer. Suic¸a: Mitsuba-Renderer.org, 2010. Dispon´ıvel em: <http://www.mitsuba-
renderer.org/>. Acesso em: dia 31/04/2019.
[46] Eaton, John W. Pa´gina de download e documentac¸a˜o do Octave: GNU, 1998-
2019. Dispon´ıvel em: <https://www.gnu.org/software/octave/>. Acesso em: dia
31/04/2019.
[47] Pa´gina da documentac¸a˜o do OpenCL: The
Khronos Group Inc., 2007-2010. Dispon´ıvel em:
<https://www.khronos.org/registry/OpenCL/sdk/1.1/docs/man/xhtml/>. Acesso
em: dia 31/04/2019.
[48] Pa´gina de acesso aos co´digos-fonte do livro OpenCL in Action: Manning
Publications Co, 2019. Dispon´ıvel em: <https://www.manning.com/books/opencl-
in-action>. Acesso em: dia 31/04/2019.
[49] pa´gina de download e documentac¸a˜o do CUDA: NVIDIA Corporation R©, 2019.
Dispon´ıvel em: <https://developer.nvidia.com/cuda-downloads>. Acesso em: dia
31/04/2019.
[50] Pa´gina de download e documentac¸a˜o do Intel R© Graphics Performance
Analyzers: Intel R©, 2019. Dispon´ıvel em: <https://software.intel.com/en-us/gpa>.
Acesso em: dia 31/04/2019.
85
